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1 整数 规划 实例 


1.1 人 天数 规划 的 概念 


任何 具有 极 大 和 极 小 目标 的 决策 问题 都 可 以 归结 为 一 个 整数 最 优化 问题 , 其 中 (可 量化 ) 
决策 变量 必须 假定 为 非 分 数 或 离散 值 。 一 般 地 说 , 整数 问题 可 以 有 约 东 或 无 约束 , 表示 目标 和 
约束 的 清 数 可 以 是 线性 或 非 线 性 。 在 严格 意义 下 , 每 个 整数 问题 都 应 当 被 看 作 非 线性 的 , 因为 
它 的 函数 仅仅 被 定义 为 变量 的 离散 值 。 然 而 ,从 研究 整数 问题 解法 的 观点 看 ,更 有 意义 的 分 类 
是 忽略 这 种 技术 细节 。 亦 即 , 一 个 整数 问题 被 归 类 为 线性 的 , 在 放松 变量 的 整数 限制 后 函数 是 
严格 线性 的 。 香 则 , 问题 是 非 线性 的 。 以 后 将 看 出 这 种 分 类 是 研究 整数 问题 解法 的 重要 基础 。 
其 实 , 这 个 领域 的 多 数 研究 集中 在 线性 问题 , 本质 上 是 由 于 它 相 对 容易 些 。 

上 述 意 义 下 的 整数 最 优化 不 是 一 个 新 的 数学 十 目 ,但 直到 20 世纪 4 和 0 年 代 末 及 50 PRH 
运筹 学 广泛 应 用 之 前 , 名 数 被 研究 的 问题 基本 上 是 纯 数 学 的 。 例 如 x 个 平面 将 三 维 空间 分 成 
最 多 块 数 的 问题 , 及 平面 地 图 着 色 使 之 用 最 少 颜色 区 分 任何 两 个 具有 人 么 共 边 界 段 区 域 的 问题 。 
可 惜 , 不 像 连续 数学 那样 , 很 少 有 整数 最 优化 的 统一 理论 产生 , 而 只 是 研究 一 些 特殊 情况 。 

整数 最 优化 对 解决 实际 问题 的 重要 性 逮 源 在 运筹 学 领域 令 人 信服 地 显示 出 来 。 然 后 , 研 
究 人 员 和 专家 都 认识 到 求解 着 干 或 全 部 决策 变量 为 整数 的 规划 模型 的 必要 。 虽 然 各 种 应 用 领 
域 的 若干 重要 问题 形成 过 整数 模型 ,但 第 一 个 求解 线性 整数 问题 的 有 限 整 数 规划 技术 是 1958 
年 由 Gomory 研究 出 来 的 。 从 此 以 后 ,其 他 算法 被 陆续 研究 出 来 。 


1.1.1 整数 规划 的 数学 定义 
一 般 的 整数 规划 可 定义 为 ; 


max(or min)z = go( z, T>, "*", Tn) 


s.t. gi(x1, T>, sao 


z;=0,j€ N=|1,2, mni 
z;integer, j € IN 
如 果 T= N, 即 所 有 的 变量 被 限制 于 整数 值 , 则 问题 叫做 纯 整 数 规划 。 和 否则 , 若 TCN, 则 当做 
混合 问题 处 理 。 纯 规划 和 混合 规划 的 概念 有 时 被 推广 到 约束 的 松弛 变量 。 以 后 在 多数 情形 下 
不 再 特别 说 明 。 
整数 规划 领域 中 多 数 研究 集中 在 ç, 为 线性 函数 ,iE 10| UM ,为 标准 化 起 见 , 线性 问题 
被 写成 


max(or min)z = Desr; 
JEN 
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S.t. Dait + s; = b, € M 
s > 0, ií € M 
r >0 jEN 
Tiinteger， Jj € IC N 
其 中 s, 是 松弛 变量 。 如 果 约 束 本 来 是 等 式 , 则 没有 辅助 的 松弛 变量 。 
去 掉 整 数 性 条 件 , 则 问题 变 成 (连续 ) 线 性 或 非 线性 规划 。 换 和 句 话说 , 整数 规划 是 在 连续 可 
行 解 空间 的 离散 点 集 内 寻找 最 优点 。 
表面 上 看 , 附加 整数 性 条 件 似 乎 不 应 该 成 为 严重 问题 。 实 际 上 解 空间 在 附加 条 件 后 也 ”“ 较 
好 "确定 ,因为 人 们 不 再 需要 在 无 穷 的 连续 点 和 集 内 "搜索 "(为 简单 起 见 ,假定 连续 空间 是 有 界 
的 )。 虽 然 束 数 问 题 的 解 空间 在 结构 上 比 连 续 问 题 好 确定 ,但 计算 起 来 已 证 明 是 可 怕 的 。 尽 管 
持续 不 断 的 理论 研究 已 有 几 十 年 时 间 , 加 之 数字 计算 机 速度 和 功能 的 惊人 增加 ,研究 的 整数 规 
划算 法 还 是 没 产 生 满 意 的 结果 。 
本 质 的 囊 实 是 整数 性 条 件 常 第 破坏 解 空间 的 好” 特性。 典型 的 示例 是 整数 线性 规划 。 去 
掉 整 数 性 条 件 , 解 空 间 是 四 的 。 这 个 最 基本 的 特性 导出 线性 规划 中 极 成 功 的 单纯 形 法 。 
由 于 线性 和 非 线性 连续 规划 的 成 功 , 差不多 所 有 的 整数 规划 算法 基本 上 是 把 离散 空间 转 
换 为 等 价 的 连续 空间 。 这 一 般 是 修改 原始 的 连续 解 空间 , 使 得 所 希望 的 最 好 整数 点 被 挑选 出 
来 。 即 使 连续 空间 不 可 用 (如 全 是 二 进 制 变量 的 问题 ), 其 解法 通常 还 是 可 以 被 迫 湖 到 连续 问 
题 。 
直接 从 离散 变量 的 有 限 点 集 出 发 考虑 解法 的 代表 是 枚 举 法 。 但 完全 极 举 (或 称 穷 举 ) 会 带 
来 组 合 爆炸 。 本 质 上 的 完全 枚 举 ( 如 隐 式 枚 举 ) 也 没有 摆脱 组 合 爆炸 的 阴影 。 不 完全 枚 举 法 是 
多 项 式 时 间 算 法 , 甚至 是 与 变量 数目 无 关 的 算法 ,但 其 解 通常 是 统计 意义 下 的 近似 解 ,需要 估 
计 它 为 最 优 解 的 概率 或 /及 它 不 为 最 优 解 时 的 误差 。 


1.1.2 连续 最 优 解 舍 人 到 整数 解 


对 整数 规划 程序 的 失望 导致 多 数 潜在 用 户 避 免 使 用 它们 。 结 果 , 有些 人 相信 先 用 连续 模 
型 然后 会 入 结果 可 以 更 好 地 解决 问题 ,即使 得 不 到 最 优 解 , 也 可 以 迅速 而 “自动 "地 获得 一 个 好 
解答 。 毕 竟 , 各 种 模型 参数 的 少许 误差 应 该 是 允许 的 , 这 样 使 “最 优 " 解 有 点 柔性 。 

会 入 的 思想 不 是 毫 无 是 处 , 至 少 临时 应 急 (如 单方 向 地 会 或 入 ) 及 面临 判断 "一 个 " 解 或 无 
解 时 可 取 。 然 而 , 人 们 决 不 要 误 认为 每 个 整数 问题 都 可 以 按 这 种 方式 处 理 。 舍 入 的 结果 通常 
不 骨 是 整数 规划 的 一 个 可 行 解 ;并 且 随 着 决策 变量 的 增加 ,“ 低 "或 "入 "的 可 能 性 按 2 的 指数 增 
长 ,再 快 的 计算 机 也 没 法 计算 和 比较 舍 人 后 的 结果 。 

一 般 来 说 ,对 整数 规划 而 言 , 连续 最 优 解 舍 人 到 整数 解 不 是 一 个 可 取 的 近似 方法 。 

下 面 例 举 一 些 典 型 的 整数 规划 间 题 ,这 些 实例 都 具有 明确 的 数学 模型 。 还 有 许多 整数 规 
划 人 问题 很 难 用 数学 语言 描述 , 或 者 很 难 找到 恰当 的 数学 描述 方式 ,这 有 待 于 自然 科学 与 人 文科 
学 的 发 展 。 


1.2 单 次 装载 问题 


有 一 辆 卡车 的 最 大 载重 为 6, 现 有 n 种 货物 可 供 装载 。 设 ) 货物 每 件 重量 为 aj, 每 件 装 
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载 收费 为 5 (1 =1,…, n)。 试 问 :应 采用 怎样 的 装载 方案 才能 使 卡车 一 次 载 货 的 收入 最 大 ? 
解 ” 设 x 表示 卡车 装载 }* 货物 的 件数 。 于 是 ,可 得 下 面 的 整数 规划 问题 ， 


” 


MAX z = >) ci 


j=l 


E 
S-t Dax; =b 
j=l 


r; =0, EN, j =1, `... 各 


其 中 约束 条 件 21 a< 表示 卡车 装载 货物 的 总 重量 不 应 超过 卡车 的 最 大 载重 量 。 


1.3 产销 平衡 的 运输 问题 


设 某 种 物品 有 m 个 产地 Ail, Ant, Anin THE Bi, Bate, Bao A 地 的 产量 为 a;, i = 
1,2,." ,mi;B; 处 的 需求 量 为 b,j = 1,2,…， ft o [H A; 运往 BB, 单位 产品 的 运费 为 c;, i = 1,2， 
"Mm, FLZ, . n. 


不 妨 假定 Sa = Xe, 。 对 所 有 i Mj, a;, 6; >0 WR Xa, > 25 , 即 供 过 于 求 时 ， 


i=1 


884066 B... a = Dla; 218 B ci a AF0,i=1,2,--. m. 车 Yla < 


i=l 


Do , 则 问题 无 解 。 试 求 :产销 平衡 条 件 下 总 运费 最 小 的 调运 方案 。 
j=1 


下 面 来 建立 这 个 问题 的 数学 模型 。 
设 从 第 ; 个 产地 到 第 ; 个 销 地 的 物质 运输 量 为 z，, 则 目标 函数 为 
min z = 3 Dorr 
约束 条 件 是 | 


pe = úd; (i = l,2, m) 


2 =b (j = 1,2,.,n) 
zj 0 (i=1,2,, m;j = 1,2, e,n) 
又 由 于 产销 平衡 ,因此 有 
Jai = > (2) = > (Pn) = Xi 


OR a E Sk E SLA 83, 它 有 m x n 个 变量 ， m + n=l 个 独立 约束 方程 。 从 模型 可 知 , 运输 
问题 的 约 东 方程 组 的 系数 矩阵 具有 以 下 形式 ， 
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Tu Ty “U Fian Tü T22 lU Tia lU Iml Zm? U Tmn 


nfi 
1 ] ... 1 

F 33 RER 0026382555 0 或 1( 其 中 有 零 元 素 未 写 ) ;和 矩阵 的 每 一 列 中 正好 有 两 个 非 零 元 素 , 每 个 
变量 在 前 m 个 约束 方程 中 出 现 一 次 , 在 后 n 个 约束 方程 中 出 现 一 次 。 

由 于 运输 问题 的 特定 结构 形式 , 因此 对 它 有 较 单纯 形 法 更 为 简单 的 求解 方法 一 一 表 上 作 
业 法 , 表 上 作业 法 的 实质 仍 是 单纯 形 法 ,这 里 不 再 介绍 ,有 兴趣 者 可 参考 有 关 资 料 。 

运输 问题 还 有 一 个 更 为 重要 的 性 质 , 这 就 是 :如 果 ai, 都 是 整数 ,那么 最 优 解 中 , z, 也 必 
为 整数 值 。 利 用 这 个 特点 ,可 以 将 很 多 其 他 类 型 的 整数 规划 问题 化 为 运输 问题 来 求解 , 不 用 特 
别 增加 整数 限制 条 件 , 结果 可 自然 满足 整数 要 求 。 运 输 问题 的 上 述 特性 给 求解 某 些 整 数 规划 
问题 带 来 了 很 大 方便 。 


1.4 工厂 选 址 问题 


某 地 区 有 m EET, i# 矿 每 年 产量 为 ai 吨 , 现 有 火力 发 电厂 一 个 ,每 年 需 用 煤 bo BE, 每 
年 运行 的 固定 费用 (包括 折旧 费 , 但 不 包括 煤 的 运费 ) 为 ho 元 。 现 规划 新 建 一 个 发 电厂 ,mm BE 
煤矿 每 年 开采 的 原煤 将 全 部 供给 这 两 个 电厂 发 电 用 。 现 有 n 个 备 选 的 厂址 。 若 在 jf 种 选 厂 
址 建 电厂 , 每 年 运行 的 固定 费用 为 h;。 每 吨 原 煤 从 i* 矿 运送 到 j* 备 选 厂址 的 运 瘟 为 c(i= 
1,…,m; jal, e,n) EMREN i+# 矿 运送 到 原 有 电厂 的 运费 为 c(i =1,…, m). WA: 
应 把 新 厂 厂 址 选 在 何 处 , m 座 煤 矿 开 采 的 原煤 应 如 何 分 配给 两 个 电厂 ,才能 使 每 年 的 总 费用 
(电厂 运行 的 固定 费用 与 原煤 运费 之 和 ) 为 最 小 ? 

解 ” 易 知 新 建 电厂 每 年 用 煤 量 为 上 = 2: -bos 

令 决 策 变量 

A j RAT RAP; 

0, 否则 。 
为 了 方便 , 称 原 有 电厂 为 0# 厂 ,在 j*# 备 选 厂址 处 建 的 新 厂 为 T B x, 为 每 年 从 i*# 矿 运送 
到 j* 厂 的 原煤 数量 (i =1,…, m; j=0,1,…,n)。 于 是 ,每 年 总 费用 等 于 


z = Dp + 2a hiy; + ho 
E j* 备 选 厂址 未 被 选中 , 即 y = 0, 那 么 j* 厂 根本 就 不 存在 , 这 时 z 应 全 为 零 。 故 有 下 
HARR F: 


foa 


y; = )=1,2, |,» 
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K 
žr = ijs i = 1 2, =, Mm, 


j= 


> Tip 一 Üü» 


i=l 
> =; = Oy; j = l. 2, rs; s 


z; = Ü, i= 1,2,7, m; j = 1,2,4], n. 


又 因为 现在 只 要 新 建 一 个 电厂 , 故 还 有 下 述 约 东 条件: 


于 是 ,上 述 选 址 问题 可 以 归纳 成 下 列 形式 的 整数 规划 ; 


min z = Dy Oy CTi + 2 hp, + ho 
im] jm = 


m 
st 31 Ty = djs i = 1, 2, "sens 


j=0 

27 = bo; 

Dy by;, j = L,2. n, 
im] 

2% = 1, 

j=1 


Tj = 0, Yj = 0,11. = [.2, `", mi = 1,2,""", n. 


1.5 FEFA 


形式 最 简单 的 整数 规划 问题 是 背包 问题 :一 个 背包 的 容积 为 V>0, 现 有 n 种 物品 可 装 ， 
物品 j 的 重量 为 wj >0, 体 积 为 w>0JEN,N=1L…,a+。 问 如 何 配 装 , 既 使 得 不 超过 背包 
的 容积 , 且 使 装 的 总 重量 最 大 。 
设 变量 
=: 98; kikina, 
° 10, 物品 ; 不 装 入 背包 。 
则 背包 问题 可 写成 如 下 的 0-1 规划 的 形式 : 
求 max WX = Y wir, 
jEN 
满足 
Vx = Dv = V, 
jEN 
Ti 取 Ü 或 1, j E N. 
记 背 包 问 题 的 允许 解 集 合 为 S。 不 妨 可 设 mw 和 ,jiEN。( 若 有 mw>VY, 则 必 有 r =0), H 


2v; > V (否则 , 必 有 zi =1,;€ N). 
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1.6 旅行 售货员 问题 


在 城市 vi 的 一 位 旅行 售货员 计划 去 城市 va v3,…, w 推销 商品 ,然后 返回 v1。 设 c 为 
从 城市 w 到 城市 w 需要 的 时 间 (i,j =1,…,n; i 去 j)。 试 间 ; 这 位 旅行 售货员 应 如 何 计划 旅 
行路 线 , 以 便 一 方面 保证 对 每 个 城市 怡 好 进行 一 次 访问 , 另 一 方面 在 旅途 上 花费 的 时 间 又 最 
se? 

解 令 决 策 变 量 
“1 车 在 旅行 路 线 中 有 从 o, 到 的 行程 ， 
lo, WW 


Tij 


因此 ,目标 函数 为 ; 


由 于 旅行 售货员 在 旅途 中 恰 有 一 次 以 u, 为 起 点 的 行程 , 故 应 有 : 


zi = 1,i= 1," n, 
j=1 
DY = 1,j = 1,.…,n, 


但 是 , 满足 这 些 约 东 条 件 的 解 ,不 一 定 是 售货员 的 一 条 旅行 路 线 。 因 为 ,有 可 能 出 现 多 回 
路 的 "分割" 现象 ( 见 图 1.1)。 


图 1.1 
为 了 避免 这 种 "分割" 现象 的 出 现 , 还 需 增加 一 些 约束 条 件 。 我 们 要 求 任 意 两 个 不 同 的 城 
市 w 和 之 间 都 有 相应 的 旅行 路 线 把 它们 连接 起 来 ,或 者 把 几 个 城市 任意 分 成 两 组 Q_ MQ 
后 ,在 旅行 路 线 中 一 定 要 存在 以 Q 中 某 个 城市 w 为 起 点 ,以 Q 的 某 个 城市 w 为 终点 的 一 个 
行程 。 若 以 Q 表示 集合 11,2,…, m1 的 任 一 个 非 空 真 子 集 , Q = 11,2,…, nl - Q, MERER 
可 用 下 面 的 约束 条 件 来 表示 ， 


oo al 
r£ Q Ë 
Q 为 {1,2， "1 | 的 任 一 非 空 真子 集 。 由 于 TI 个 元 紊 组 成 的 集合 {1， 2, Dar nia g 2" 14-3E 
空 真子 集 , 因此 把 n 个 城市 分 成 两 组 Q 和 Q 共有 2" ' 种 分 法 。 换 言 之 ,这 类 约 东 条 件 共有 
2” ”个 。 
于 是 , 旅行 售货员 问题 可 以 写成 下 列 形式 的 0-1 规划 问题 ， 
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min z = 202. ci 
i=] j= 
s.i. HA =1,: = 1,-`"”, n, 
j=j 


RAN =>=1,Q C L2 ni, 
s = 0,1, i,j = 1,"-,.n. 


1.7 FATHA 


8—+#B6rEs0 Sp, MB FL. DB6DERLEIE3 /。 要 利用 这 些 钢 盘 下 
长 度 分 别 为 /1,…, in 的 毛坯 料 。 假 设 毛坯 料 长 ;, 的 需要 量 为 如 , 间 应 该 采用 何 种 下 笠 方式 ， 
才能 既 满足 需要 ,又 使 使 用 的 钢筋 根 数 最 少 ? 

用 非 负 的 整数 向 量 Pi = (apanan) 表示 对 一 根 钢 筋 的 第 ; 种 下 料 方 式 , 其 中 as 3 
示 下 毛料 上 的 数目 。 则 所 有 的 向 量 p, 必须 满足 条 件 > lay < 1, 所 有 为 非 负 整数 。 反 


< s A AE SR OF RI FE fer F Pi 都 对 应 着 一 种 下 料 方式 。 特 别 地 , 令 


ajl Ü 0 
0 a 0 
P 三 , P, = i ' Pa~ 


其 中 


ady ~= Pa r=1,2, ``", m 
数 Lr 表示 不 超过 的 最 大 整数 。P1,…, P. 表示 只 下 一 种 毛料 的 方式 。 
设 采用 方式 P, 下 和 料 的 钢筋 总 数 为 = , 则 上 述 问 题 可 写成 如 下 形式 


满足 条 件 
Da = b, ¿=1,2,`"", m, 
$a agli < !, 对 所 有 的 方式 j, 
aj 为 非 负 整数 ， 
r, 之 0, 对 所 有 的 方式 j。 
J m 
L 明年 1 月 , 某 工厂 准备 在 甲乙 、 丙 三 种 产品 中 选择 两 种 产品 投产 ,它们 都 需要 经 过 三 道 工序 加 工 ,有 
关 数 据 如 下 表 
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生产 能 力 / 小 时 


| 


成 本 /元 / 件 ) 80 
Hirt) 300 


甲 . 乙 ,再 产品 在 投产 时 , 无 论 生产 数量 有 多 大 ,都 需要 固定 费用 (例如 装 夹 具 的 设计 制作 费 )。 假 定 三 种 
产品 的 团 定 费用 分 别 为 1500 元 ,2000 元 和 1800 元 , 问 如 何 安排 生产 可 使 工厂 获得 的 利润 最 大 ? 试 建立 整数 
规划 模型 。 

2.( 选 择 性 约 东 条 件 问 题 ) 某 厂 生 产 第 ; 种 产品 的 数量 为 zx;(j = 1,2,3), 其 材料 可 在 甲 及 乙 中 选择 一 种 ， 
材料 销 耗 的 约 东 条 件 分 别 为 
2ry+5r;+6r| |FS180 Ë 4zx,+3zx,+ zr y=300 
【其 他 资源 约 东 未 列 出 )。 试 问 这 类 选择 性 约束 条 件 如 何 体现 在 模型 中 ? 
3, 怎样 利用 0-1 变量, 将 下 列 情况 妻 成 线性 约 东 条 人 忻 ， 
(1) 下 列 四 个 约 东 条 件 中 ,至 少 必 须 满足 3 个 : | 
r (+ TI， XI XS T+ r =? 
(2) 对 四 个 非 负 的 变量 zl z, zs 和 za f: 
或 者 ri =0, x2=0, 或 者 z3=0, rz4=0。 
(3) zs 只 能 取 值 0,5,6 和 12。 
(4) 当 zi+3z2z+4z3<18 时 ,或 有 6 所 zz 所 8B, 或 有 rO; 
而 当 19 守 x +3xry+4x3 时 ,或 有 10 筷 xz 夺 20, 或 有 zr1=0。 
4. 用 编号 为 1,2,3,4 的 四 种 机 床 生 产 三 种 产品 1,2,3, 这 三 种 产品 的 工艺 路 线 及 工序 加 工时 间 如 下 事 所 


m: 
关机 床 加 工时 间 /小 时 
工艺 路 线 
I 
i 产品 SS 


由 于 不 同 的 产品 需要 不 同 的 装 夹 具 , 所 以 每 台 机 床 必 须 先 将 一 件 产品 完成 , 而 后 才能 加 工 后 面 的 产品 。 
此 外 , 还 要 求 产品 B 开始 加 工 到 完成 ,经 历时 间 不 得 超过 d 小 时 。 问 如 何 确定 各 产品 在 机 床上 的 加 工 顺 序 ， 
使 在 最 短 的 时 间 内 制 成 全 部 产品 。 

5. (利润 分 段 线性 问题 ) 菜 厂 生产 甲乙 两 种 产品 ,和 需 经 过 金工 和 装配 两 个 车 间 加 工 , ARRETE: 


i s ~a T a O e 
党 IL 4 480 


产品 乙 每 件 生产 成 本 为 400 元 。 试 根据 产品 甲 生 产 成 本 的 下 列 两 种 情况 分 别 建立 整数 规划 的 模型 : 
(1) 产 品 甲 的 生产 成 本 是 分 县 线 性 的 , 即 第 1 件 至 第 30 件 ,每 件 成 本 为 200 元 ;第 31 件 至 第 70 件 , 每 件 
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成 本 为 195 元 ;从 第 71 件 开始 ,每 件 成 本 为 190 元 。 

(2) 产 品 甲 的 产 其 不 超过 40 件 时 ,每 件 成 本 为 200 元 ,但 若 超过 40 件 , 则 甲 的 全 部 产品 统 算 在 一 起 , 每 件 
成 本 为 195 元 。 

6. 用 甲乙 两 台 机 床 生 产 A.B 两 个 产品 ,这 两 个 产品 在 甲乙 两 台 宙 床上 的 加 工 顺序 及 加 工 工 时 如 下 : 


( 即 产 品 A 要 先 在 甲 机 床上 加 工 2 小 时 ,再 在 乙 机 床上 加 工 3 小 时 , 才 完 成 ) 


。 


每 台 宙 床上 只 能 在 加 工 好 一 个 产品 以 后 , 再 加 工 另 一 个 产品 , 试 列 出 线性 整数 规划 模式 ,以 确定 A.B 在 甲 . 乙 两 
各 机 床上 的 加 工 顺 序 ,使 在 最 短 时 间 内 完成 A.B 产品 。 

7.( 装 配 线 平衡 问题 } 着 某 工 厂 的 产品 的 装配 线 由 6 道 工 序 组 成 , 各 工序 的 加 工时 间 及 工序 前 后 顺序 如 下 
表 : 


T 序 加 工时 间 /分 钟 BU iN T FF 


m h A w t = 
Ob CN hO A w 
F< 


3 d 


着 这 条 装配 线 设 着 干 工作 站 。 被 装配 的 产品 在 这 些 编 了 号 的 工作 站 上 流水 移动 时 , 每 个 工作 站 都 要 完 
成 一 道 或 几 道 工序 。 我 们 假定 :在 任 一 给 定 的 工作 站 上 , 不 管 完成 哪些 工序 , 能 用 的 总 时 间 不 得 超过 10 分 钟 。 
问 最 少 应 设立 几 个 工作 站 ? 每 个 工作 站 完成 哪些 工序 ? 建立 整数 规划 模型 。 

8. 营 试 从 目 己 有 关 课 题 中 提炼 整数 规划 数学 模型 。 
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2 单纯 形 法 


几 十 年 来 的 大 量 使 用 所 取得 的 效果 表明 , 单纯 形 法 是 一 个 好 算法 , 效率 很 高 。 到 目前 为 
止 ,还 未 碰 到 过 用 它 算 不 出 来 的 线性 规划 问题 。 

1972 Æ, 克利 (Klee) 和 明 地 (Minty) 人 为 地 设计 出 了 一 些 线性 规划 问题 , 用 单纯 形 法 来 求 
解 它们 ,效果 非常 不 好 , 计算 时 间 随 问题 规模 的 增长 而 成 倍 地 增加 ! 

可 大 量 实践 表明 单纯 形 法 是 一 个 好 算法 。1983 F, 著名 数学 家 一 一 菲 尔 兹 奖 得 主 斯 梅 尔 
(Smale) 一 一 从 理论 上 证 明 , 使 单纯 形 法 “失灵 "的 那些 线性 规划 问题 在 实际 中 出 现 的 可 能 性 是 
微乎其微 的 。 实 践 也 表明 , 这 类 问题 难得 磁 上 , 事实 上 就 没有 磁 到 过 。 因 此 从 概率 意义 上 讲 ， 
尽 可 以 放心 地 使 用 单纯 形 法 。 


2.1 线性 规划 基本 概念 


线性 规划 问题 的 标准 形式 为 
求 
max ty = > cr (2.1.1) 
满足 条 件 l: 
DV ayr) = b, i= 1,2,.…,m, (2.1.2) 
人 z;zz0, j=1,2, n. {2.1.3) 


其 中 的 csaj b; 都 是 已 知 的 实数 , zi 是 未 知 量 。 式 (2.1.1) 称 为 目标 函数 , 式 42.1.2) 和 (2,.1.3) 

称 为 约束 条件。 满足 方程 组 (2.1.2) 的 解 | zt …， zs|, 若 同时 又 满足 条 件 (2.1.3), 则 称 其 为 

允许 解 。 使 目标 函数 ro 的 值 达 到 最 大 的 允许 解 , 称 为 最 优 解 。 利 用 向 量 和 怎 阵 的 符号 , 记 
Ce tads 


dillr rOin 


AA = 
mlrs Gam 
ÅA; = (aip as) i=1,2,--, m, 
ajj 
P; = "| j=1,2,-"" m, 
amj 
bi xı 
b=|: |, x=|:|, 
bn T. 


则 式 (2.1.1) 至 (2.,1.3) 可 写 戌 
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* max To = Cx, 
满足 条 件 
Azx=b, ¿i=1,2,-"`, m, x=0. 
或 者 写 为 
求 max z = Cx, 
满足 条 件 
PaP Eh r; = 0, Jj = 1,2, f fl 
= 1 
或 者 简单 地 写 为 
求 max | xol zo = Cx, Ax =b, x20). 


假如 所 给 问题 的 目标 函数 是 求 minCx, 则 可 等 价 地 化 为 求 ! -max (- Cx)|。 假 如 所 给 问 
题 的 约 东 条 件 中 含有 不 等 式 
Ax=b,, 或 AxZb,, 
则 可 等 价 地 化 为 如 下 的 等 式 条 件 
Ax +zxz,+1=b;, n+i20， 
或 
AX zr. bi, r,+ 0, 
fF x+ ;为 松弛 变量 。 
约束 条 件 (2.1.2), (2.1.3) 所 确定 的 定义 域 是 高 维 空间 中 的 是 多 面体 。 一 个 多 面体 的 最 
基本 的 概念 是 顶点 和 楼 , 顶点 称 为 多 面体 的 零 维 边 界面 , 棱 称 为 一 维 边 界面 。 下 面 所 定义 的 基 
本 允许 解 和 极 方 向 是 顶点 和 楼 的 代数 描述 。 引 进 单纯 形 表 是 为 了 使 计算 过 程 表格 化 。 
对 线性 规划 问题 , 求 max{ zo|z0= Cx, Ax=b, x 宇 0)。 
设 系 数 和 矩阵 4 的 秩 等 于 行 数 普 ,从 4 中 任意 地 取出 m AP, P; ,…, P. ,构成 4 的 一 个 
m x m 的 子 矩阵 号 = (Pi P, P; ), Ë B 非 奇异 ( 即 18| 关 0), 则 称 B 为 线性 规划 问题 的 一 个 
基 。 变 量 x ,zxj,，…, zx; 称 为 B 的 基 变 量 ,其余 的 变量 称 为 B 的 非 基 变 量 ,对 基 B = | P, P; 
P, |, 让 所 有 的 非 基 变 量 都 取 零 值 后 , 约束 条 件 化 为 


r: P. tz; Pto + x P, =b, 


J, Z 
若 记 向 量 
xp = | : 
Tj. 
WEATER 
Bxg= b 
利用 高 斯 消去 法 , 可 解 得 
xp=B 'b, 


记 向 量 
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称 方程 组 (2.1.2) 的 解 
zj Ebo T =bn AR z; =0 (2.1.4) 
为 对 应 于 B 的 基本 解 ; 若 满足 B b0, 则 称 其 为 基本 允许 解 ,而 这 时 的 B 称 为 允许 基 。 
对 应 于 基 B= (P;…P; ), 考 虑 线性 方程 组 


2 li,i = tp," 
DEP (2.1.5) 
i=} T u 
定义 向 量 
Ca = (c; > "5 cj)» m= (mi, Ra) 


出 (2.1.5) 可 写 为 


或 者 
zB = Cp. 
利用 高 斯 消去 法 , 可 解 得 
m= CB}, 
称 x 为 对 应 于 基 磺 的 单纯 形 乘 子 。 用 x 乘 方程 Ax = b 的 两 边 ,可 得 
Ax = CB! Ax = CB lb = mb. (2.1.6) 


从 zo = Cx 的 两 边 减 式 (2.1.6) 的 两 边 , 可 得 
=o ab = Cx — nAx, 
即 rot+ (rxA -— C)x = mb, (2.1.7) 
将 基本 解 (2.1.4) 代 入 (2.1.7), 可 求 神 目 标 函 数值 
ro 工 0 十 (rP; -cj )bi t + (mP;, -cj )bmo= mb. 

定理 2.1 HŽ B, # B lbp>0, E CpB 'A - C>0, 则 对 应 于 B 的 基本 解 (2.1.4) 便 是 
最 优 解 。 我 们 称 其 为 基本 最 优 解 , 而 这 时 的 基 B 称 为 最 优 基 。 

证 明 : 由 B 1b 宇 0, 可 知 (2.1.4) 是 基本 允许 解 ;由 (xA - C)= (CpB A 一 C) 衬 0, 则 对 一 
切 允 许 解 x+, 由 关系 (sh - C)x 宇 0, 根 据 关系 式 (2.1.7), 可 知 任何 允许 解 的 目标 函数 值 > < 
xb, 但 是 允许 解 (2.1.4) 使 目标 函数 值 达 到 rb, 因此 必 是 最 优 解 。 证 毕 。 

H B ORTER Ax = bb 两边, 得 

B -!Ax= B` `!b, 

与 方程 (2.1.7) 联 在 一 起 , 可 得 关系 式 


= "a =Ï 
-| 中 
0 B'A x B 'b 
我 们 称 线性 方程 组 (2.1.8) 中 的 符 阵 
_-1 la 
ss a1 
B b B'A 
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为 对 应 于 基 B 的 单纯 形 表 , 记 作 T(B). T 


CRB -b= bo (2.1.10) 
bio 
B 'b=|: |, F211) 
bm0 
bij 
B ip =|: |, j=1,2, m,n, (2.1.12) 
bun 
zP; — c; = CB IP, c. = bys j=1,2,°",n, (2.1.13) 
则 
boo by i bon 
bu Ón bin 
T(B)=(b)= “ `, l 


bmo ml b mn 
对 任意 的 基 B = (PaPa Py,), 设 T(B) =(&;), 对 应 于 每 一 非 基 变 量 z, 考虑 包含 m 
+ 1 个 变量 的 线性 齐 次 方程 组 
y Pite + y; P; +yP=0. 


它 的 解 集 是 一 条 直线 。 记 其 中 使 y; = 1 的 解 为 


yi 
y=|:|, (2.1.14) 
y 
i n 
3, 
yh = : 3 
3. 
ny yh MLE Byk + P; = 0, 
即 yh =- B!P}. 
因此 , y 满足 关系 
= ~il m, 
Ea (2.1.15) 
只 =0， 对 其 佘 所 有 人 分量， 
FF y AEB 的 一 个 对 应 于 非 基 变 量 zi 的 极 方向 。 根 据 定 义 , 有 性 质 
Ay = Byb + P, =0, (2.1.16) 


HT 
boj = CBB '!P; - C; = 272. ao 


= 216 (— y) + (— yi); 
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= 一 QL ck 
因此 有 性 质 
Cy = — bo;, (2.1.17) 
定理 2.2 对 任意 的 单纯 形 表 (56;), FAH j, 使 得 
bo; <0, b;=<0, i=1,2,.,m. 
则 对 应 的 线性 规划 问题 或 者 无 允许 解 ,或 者 zo 无 上 界 ,因此 无 最 优 解 。 

证 明 : 由 定理 的 假设 及 极 方向 y 的 定义 (2.1.15), 可 知 yy220, 由 (2.1.17) 可 知 Cy >0。 
现在 , 若 问 题 有 允许 解 x, 则 对 任何 实数 1 20, EFR A(x + Ày')= Ax + ÀAy' = Ax = b, x + 
ay 宇 0。 因 此 ,x + 4y 也 是 允许 解 , 且 当 一 + oo 时 ,有 

Clx+Ay)—>+o%. 
证 毕 。 

一 个 极 方 向 y ,车 使 三 0, 则 称 其 为 一 个 极 射 向 。 

对 基 B=(P; P;…P; ), 设 其 单纯 形 表 T(B)= (b), 考虑 其 中 的 某 一 非 零 元 素 bwrs 
=1,j,=s (Ë) r, 不 是 第 r 个 基 变 量 )。 将 矩阵 (6&;) 作 如 下 的 行 初等 变换 


DE T 
bj =g j=0,1,: n, (2.1.18) 
_ Be 
bj = by ~ p bin ir, ,)j=0,1,-:", ns (2.1.19) 


可 得 矩阵 (7 )。 从 对 应 于 单纯 形 表 (5 ) 的 方程 组 
zo + 21 bojt; = by 


S 一 Dip» i = 1,2,3", mi. 
看 ,上述 变换 相当 于 从 第 > 个 方程 中 解 出 变量 z,( 这 时 z, 变 为 非 基 变 量 ), 然后 将 其 代入 其 他 
各 个 方程 。 也 就 是 说 , 用 n 代替 基 变 量 zx 。 因 此 ,可 得 以 下 定理 。 
定理 2.3 经 上 述 初等 变换 后 所 得 的 矩阵 (3 ) 是 基 


ee E unap?) 
的 单纯 形 表 。 令 


(2.1.20) 
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则 
(bj) = En (by). (Oi) 
称 变换 (2.1.18), (2.1.19) 为 (r,s) 旋 转变 换 。 称 b. ese G, s 为 旋转 列 , > 为 旋转 行 ， 
旋转 列 所 对 应 的 非 基 变量 称 为 旋 入 变量 ,旋转 行 所 对 应 的 基 变 量 称 为 旋 出 变量 。 


2.2 单纯 形 方 法 


假设 已 知 一 允许 基 B=(P; PP; ), 设 T(B)=(&;)。 以 后 再 介绍 初始 允许 基 的 求法 。 
由 于 B 是 允许 基 , 所 以 po 宇 0(i =1,2,*…, m】)。 

单纯 形 计 算 程序 ， 

(1) # b0; 宇 0, (j= 1,2,…,n), 则 步 又 终止。 根据 定理 2.1, 已 获得 基本 最 优 解 : 

rj = bo i=1,2,--, mi I 二 们 (其余 分 量 )。 
相反 , 设 

s=min{j| by; <0,;j2211. 
(2) Æ b,=ç0(i=1,2,--, m), WERE, REES 2.2, PAARE., HE, R 
bala, > 0, 1< i<m)= 2 

假设 达到 最 小 的 比值 不 惟一 , 则 取 其 中 所 对 应 的 基 变 量 指标 最 小 的 行 作为 +。 即 取 指 标 

r 满足 


80 = min 


j= min, 2 bs>0 | 


(这 个 选取 指标 > X€ s 的 规则 ,通常 称 做 小 指标 规则 )。 
(3) Er, s) 旋 转变 换 , 得 基 B 及 T(B)=(6;), 其 中 
B= (Po P. IPP: I Ps) 


HRE G) 转 到 步骤 (1)。 
定理 2.4 步 又 (3) 中 所 得 的 基 B 仍 为 一 允许 基 。 


证 明 : 由 Drs >0, b, =0, 可 知 bro = ao, 对 ij 3 车 b, ,=0, 则 
1 bo 
bio = bio 7 bs b0. 


b 
E ba >0, AREI (2 P 0 K; 的 取 法 ,可 知 


7 big po | | big | 
ERR el 0 m -g)> 
bio bal ba Èn bis bis a 


证 毕 。 
定理 2.5 PRG) PEH (b; ) 使 得 
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boo boos 


34 H ba =0 时 , boo = booo 
证 明 ,因为 bn >00, b. 20, bo, <0, ETE 


= bn; 
bon E pon = | - P: |, 20, 


当 和 且 仅 当 bo =0BF, bo- bo =0, WEF, 

定理 2.6 上 述 计算 程序 必 在 有 限 步 内 终止 。 

证 明 : 根 据 定理 2.4, 可 知 计 算 过 程 是 由 允许 基 到 允许 基 的 逐步 迭代 。 因 此 , 只 要 能 证 明 
计算 过 程 中 , 基 不 重复 出 现 ,那么 ,由 于 基 的 总 数 是 有 限 的 ,程序 也 就 必须 在 有 限 步 内 终止 于 步 
又 (1) 或 (2)。 下 面 用 反 证 法 。 假 设 对 某 个 线性 规划 问题 ,运用 上 述 算 法 时 ,产生 了 死 循环 ; 

T(B,)> T(B;,)—---— T(B,)—> T(B.). 
将 变量 的 指标 11,2,…, n1 划 分 为 互 不 相交 的 子 集 I, J, H 之 和 ,使 得 

ji ET, 当 上 且 仅 当 >; ENA B, HETE., I 称 固定 基 变 量 指 标 集 。 

J€ H, 3 RM 24 z, 是 所 有 B, 的 非 基 变 量 。 互 称 固定 非 基 变量 指标 集 。 

j 扎 J, 当 且 仅 当 z, 既是 某 B, HETE, CER B, 的 非 基 变量 。J 称 循环 变量 指标 集 。 

将 行 措 标 1,2， …, m | 划分 为 互 不 相交 的 子 集 L, M 之 和 ,使 得 对 任何 的 基 B,, 满足 

iEL, 当 且 仅 当 第 i 个 基 变 量 的 指标 ;;,E I. L 称 非 旋转 行 指标 集 。 

iE M, 当 且 仅 当 第 i 个 基 变 量 的 指标 ,EJ]。M 称 旋转 行 指 标 集 。 

it T(B,)=(b}) t=1,2,, k, E T(B, ÆRE] T(B,4+1) 的 旋转 行为 r(:), 旋 出 基 变 
量 的 指标 为 r,, 旋 入 的 非 基 变量 指标 为 %{ 当 然 , 此 时 的 旋转 列 也 为 s), 其 中 上 = 1,2,…, 上 ,而 
Bi41= B1。 根 据 上 述 定义 ,立即 可 得 


J = Uisl = Üi, 
M = Ülr(0)1. 
根据 定理 2.5 的 前 一 部 分 ,可 得 


因此 有 


根据 定理 2.5 的 后 一 部 分 , 可 得 
brenyo = ,f= 1,2,"'-,k, 


根据 旋转 变换 关系 式 
2 bob, ,. z 
bio = bozp | (ir); s = 28, 
立即 可 得 
bo= b= = 6 i=0,1,-, m, 
因此 有 


bioo= 0, = 1,2, "u Ë Q = L. 2, Ty k, 
即 
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0=0,7E M,i=1,2,.…,k. 
定义 q =max|j|;€ Jl. 
设 w=r=g, 对 T(Br)=( 的 ), 根 据 步骤 (1) 中 旋转 列 的 选取 规则 , 可 知 
bha <0,50;20,;€ J N igh, 
SHA 
Z= (z z, Z.) 
其 中 z. =b j= 1,2," 根据 50; 的 定义 (2.1.13), 有 关系 
Z=CsB;'A - C. (2.2.1) 
对 T(B,)= (6), HÆ B, =(P; , Pj Pj )。 仍 记 s,=s,r(e)=7r, 则 j,=g。 因 为 对 所 有 
的 i€ M 有 56=0( 根 据 关 系 (2.1.21)), 由 步骤 (2) 中 旋转 行 的 选取 规则 , 可 知 
by ,<0, b>0, bt=<0, iE M N ri. 
这 是 因为 
i€ M= ;; € J, 
jr= q=max|j|;€ J|, 
故 车 有 某 iEM ' iri tE b >0, WAX 
= = 0, Ji < q, 
就 应 该 选取 i 为 旋转 行 而 不 取 +。 
对 单纯 形 表 T(B.), 设 对 应 于 xz, 的 极 方 向 为 y, 则 根据 性 质 (2,1.16), (2.1.17), 有 关系 
式 
Ay=0, Cy= 一 的 ,>0， (2.2.2) 
由 (2.2.1) 和 (2.2.2) 可 得 关系 式 
Zy= (CaBr 4)y- Cy= b, <0. (2.2.3) 
男 一 方面 ,由 Z fll y 的 定义 可 知 
z; = bÚ; = 0, 1 I, 
y =0, ;€ H, 
z0, j€ J N igl, 
y;=0, ;j€J \ lol。 


因此 可 得 关系 式 
Zy = 21 z9 F 2z) 
= S zo- ods >- dh > 0, 


JEJ \ igl 


这 就 与 关系 式 (2.2.3) 互 相 了 矛盾 。 证 毕 。 
[ 例 2.1] max zo= z1- t3, 
PE 


-zt arl, 
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r>=<2, 
zi—=0Ü, r0. 
定义 域 如 图 2.1 所 示 。 
化 成 标准 形式 为 : 
求 max zo = zj Tz 
满足 
— zit zat rT3=1, rat zx4=2, 
To To I} T420. 


基 B=(P,P,) 的 单纯 形 表 为 


T) T> 工 3 Ti 
0 -1100 
| -1 1 1 0 
oenas 


对 应 于 B 的 基本 解 为 

TI1=0, x2=0, z,=1, x4=2, 
对 应 于 非 基 变量 x | 的 极 方向 y 为 

y'=(1,0,1,0)7=0, Cy! =1>0. 
对 应 于 >, 的 极 方向 y? 为 

y2=(0,1, -1, -1)7T, Cy = -1<0. 
y! 为 极 射 向 。 根 据 定理 1.2, 问题 无 最 大 值 。 
【[ 例 2.2】 求 max zb =2<x,+ z3, 


满足 
z, t r55, 
Ti Ty 
6z í +t2r:&21, 
ry, r2=0. 
定义 域 如 图 2.2 所 示 。 
化 成 标准 形式 为 : 
求 max TD 一 之 工 | 十 T2, — x zy 
PEE Ø 2.2 


Z + z+ zry= 5, 
一 z + T3 + zr. = Ü, 
6 了 1 + 2z; + r;= 21, 

wai E RE Isa Ü. 


基 B = (P, P; P;) 所 对 应 的 单纯 形 表 为 
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0 -2 -1000 
5 1 1 1 0 0 
0 1 1 0 1 0 
21 6 2 Ü Ü 1 


对 应 于 B, 的 基本 解 为 
ro =Ü, ri1= xX2=0, zx>=5, x4=0, z;=21. 
在 T(B )rhR, 81 IE) y! M y2 28 
y'=(1,0,-1,1, -6)", y=(0,1, — 1, -1, -2)!. 
在 T(B1) 中 ,车 以 bi 为 旋转 元 进行 旋转 变换 , 则 可 得 基 B,= (P, Ps P;) 的 单纯 形 表 T(B;)， 


10 0 =I I 200 
51 1 100 
T(B.)= | 
(B2) 50 2 110 
=b Ü a Ul 


对 应 于 B, 的 基本 解 为 

T) =10,+z/=5,z;=0,zy=0,z,=5,zs= 79. 
B, 是 允许 基 , 对 应 的 基本 解 为 图 中 ul 点 。B; 不 是 允许 基 , 对 应 的 基本 解 为 图 中 vs 点 ,旋转 
变换 (1, 1), 使 基本 解 vl 沿 荐 极 方向 y 走 到 了 基本 解 w4, 走 得 太 远 了 ,已 超越 定 久 域 边 界 。 
假如 作 (3, 1) 旋 转变 换 , 则 可 得 对 应 于 基 B; = (P, P, P1) 的 单纯 形 表 T(B3)， 


_ 1 1 

s EC 
T(B,)= f 

Lg Zorr 4 

2 4 6 

Es 1 1 

2 1 300 % 


zo=7,ri = 4 ra = 0, Ty = $, m= T, z | =0. 
旋转 变换 (3, 1), 使 基本 解 v1 HERTE y 走 到 了 基本 解 ua。 
下 面 从 允许 基 B, 开始 ,进行 单纯 形 程序 。 


(1) 因为 bm = - +<, s=2, 


Q) 82 o=min(3 2,2/4, 2183. a eran 
(3) 作 (1,2) 旋 转变 换 后 ,得 T(B4), 
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31 1 1 
A 0 0 2 0 4 
9 3 Ee 
4 0 1 > 0 n 
T(B,)= 1 1 
> 0 .0 -2 1 > 
11 Ne a 1 
410 -70 4 


B. = (P. P. Pi), 对 应 于 B, 的 基本 解 是 图 中 的 点 Uo 
因为 所 有 的 56。 三 0, 故 B, 是 最 优 基 ,基本 最 优 解 为 


_11 A _1 
r= 4 Ta T=0, =g, zs=0. 
下 面 介绍 第 一 个 基本 允许 解 的 求法 。 对 线性 规划 问题 (2.1.1) 一 (2.1.3), 不 妨 设 b; 20, 
i 二 1,2,…, mo 5 b <0 时 , 只 要 方程 两 边 罪 一 1 即 可 。 考 虑 下 述 辅助 问题。 
求 max Ty = Sa (2.2.4) 


i=j j=j 


满足 yı + Xayz = bi, 
j=l 


Ym t Dy qaz; = bns 
A ras = 0. (2.2. 
对 辅助 问题 , 显然 有 一 个 现存 的 基本 允许 解 ; 
y; = b20, ¿i=1,2,-"”", m, 
r; =0,j=1,2,-, n. 


对 应 的 单纯 形 者 为 


0 0 … Ü -~ > ai —” — Dj ain 
imj] 


ial 
bi 1 (1 GL Im 


Üm 1 Gal dmm 


称 这 个 基 为 人 造 基 。 从 人 造 基 开 始 ,应 用 单纯 形 程序 , 必 可 求 得 问题 (2.2.4) 一 (2.2.6) 的 最 优 
基 ( 因 为 目标 函数 值 有 上 界 )。 设 求 得 的 基 为 B, T(B)= (6;), i=0,1,-", mi; j=0,1, 0, m 


Fo 
( 1) Æ max zo = bx < È) 65., 则 规划 (2.1.1) ~ (2.1.3) 无 允许 解 。 


Ci) # max zo = byo = 6 , 则 显然 所 求 得 的 辅助 问题 最 优 解 满足 条 件 
ia] 


y; =Ü, i=1,2,""", m 
这 时 有 两 种 可 能 性 ， 
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(1) B HETRE Ax 变量 , 则 B 已 是 (2.1.1) 一 (2.1.3) 的 一 个 允许 基 , 此 时 , 只 要 在 表 
(5b;) 中 去 掉 附 加 的 1,2,…, m 列 ( 即 对 应 于 y, 的 列 ), 辐 时 用 (CsB :5，CaB 14 - CRET 
(boo bor", 5ou) 后 , 即 得 初始 允许 单纯 形 表 。 

(2) 车 B 的 基 变 量 中 含有 y 变量 。 也 就 是 说 , (6;) 中 含有 某 r 行 ,对 应 的 方程 为 如 下 形式 


Yr + br + D bn, =0, 
其 中 y, ÆRE, w(kET),ziEJD) 为 非 基 变量 。 者 这 是 所 有 的 b, =0, 即 为 
Yr T 人 = Ü 


kE l 


则 方程 组 (2.1.2) 线 性 相关 , 其 中 的 第 > TAB U Eb, HESARI b,.,>=0,( | € J), W| 3k 
行 (r,s) 旋 转变 换 , 可 得 基 B 及 表 (5;), 而 其 中 6,0= bwg 宇 0,i =0,1,…, m, B 中 减少 了 一 个 y 
基 变 量 。 有 限 步 后 必 可 化 为 情形 (1)。 

根据 单纯 形 算法 ,直接 可 得 如 下 的 结论 : 

定理 2.7 ”线性 规划 问题 (2.1. 切 一 (2.1.3), 若 有 人 允许 解 , 则 必 有 基本 人 允许 解 。 

定理 2,8 ”线性 规划 问题 (2.1.1) 一 (2.1.3), 若 有 最 优 解 , 则 必 有 基本 最 优 解 。 


2.3 改进 单纯 形 方法 


单纯 形 算法 所 需要 的 只 是 下 面 一 些 数据 : 

(Í|) by = CpB 1P,- C,, j=0,1,.,n; 

(Ñ) 旋转 列 s= minji lbo <0, ;211; 

(H) (bi, óm) =B lp, (bio s bmo) = x= B lb; 


b 
ba >0, 1<iSm|= a 


(iv) 9 = min| 28 I 
经 (4r,s) 旋 转变 换 后 就 可 得 到 新 的 基 B. AB 2: P| 8 H, 这 些 数据 只 要 知道 有 ,就 
可 直接 从 问题 的 初始 数据 14 ,5,Ci 计 算出 来 。 当 基 B 旋转 变换 到 B 时 , B RS) B 
正 得 到 。 

定理 2.9 B ''=E,B . 

证 明 :因为 B= (P, …P; P.P, P, ),B=(P,` P, P,P;,，*…P; ), 则 容易 证 明 ， 


B !B = 8,,, 其 中 


通过 直接 验算 , 可知 有 = = E,,, 其 中 
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bi: 
l b. 
Ë, - 1: 
l b. 
g l 
E „n = brn # 
br+ls 
š D 1 
b 
= 0u 
b,, i 
因 些 可 得 
B 1B=(B lB) = Bx'= E,, 
B 1=E B`! 
证 毕 。 
改进 单纯 形 程序 ; 
设 已 给 初始 允许 基 B = (P, ,…, P, ), 记 
bii a Dim bio 
B != a. x = B b= : 
Oml B Dmm bmo 


(1) 计算 单纯 形 乘 子 r= CB `' ; 
(2) 计算 boj = aP; - C;, j= 二 1,2,…,n.( 通 常 称 bo 为 检验 数 。) 
着 所 有 的 60; 宇 0,7 =1,…,n 则 步 又 终止 ,已 获得 最 优 基 。 相 反 , 设 
b i = 2P,- C, <0, s21, 
boj = 2P; — G20, 1S4 <s; 
(3) 计算 向 量 BIP, = (bi, tt bm) i 
车 所 有 的 b0, (0S Sm), MPR, MATRA. H, R 
s= minte, >0, 1<i<m}, 
jr=min(jilbs = 0, ba >0}; 
(4) 形成 初等 变换 矩阵 En; 
(5) 置 B SIP GREEP P 1 


B '!=E,B ', 
x = E,.xp, 
然后 转 到 步骤 (1)。 


一 个 基 有 ,即使 本 身 是 很 稀 朴 ( 即 B 中 非 零 元 素 所 占 的 比率 很 小 ), 召 ”也 可 能 变 得 很 稠 
密 , 例如 
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l 
i 


i 1 _1 1 1 

2 2 2 3 2 

1 l TE 1 E — S 1 
na > 2 2 U | 

< -Li L _ L 1 1: 
a m. . Ë 
EN I 4 E 1 

1 1 2 2 2 2 2 

1 1 1 t 1 

7 2 2 2 2 


但 是 ,B 可 以 分 解 为 LU, 因 而 有 -= 了 -其 中 工 , 工 ”都 是 下 三 角 矩 阵 , U, U 都 是 上 
ZERE, #—#, UA L 又 可 以 分 别 表示 成 初等 变换 失 阵 的 乘积 。 因 而 B `! In FE 
RH U, L IRENA 
B l= Ur U, UL Lt L, !, 
其 中 U;! 都 是 上 三 角 和 矩阵 , L! RETZA Eii LEFRAT, B TERE 
如 下 形式 
H S jo p riil 


其 中 
! -3 
l 5 l 
1 
Us!= 1 +I, Lī'= l | 
|. ' 
2 =] | 
1 
2 
1 1 1 
1 1 -1 1 
FE l , Ly 一 -1 1 , Lo's i 
-1 1 1 1 
l 1 l 


在 每 个 初等 变换 矩阵 中 , 只 有 一 列 不 是 单位 向 量 。 因 此 , 实际 上 只 要 记录 着 一 列 就 够 了 。 例 如 
就 上 述 例子 而 言 ,记录 了 和 矩阵 下: 
D L, Eo Ls Li 
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1 
7 1 
1 _ 
; 1 = 
"mm! 三 
r l =i 
1 b 
T s. 
1 
2 


_1 
就 相当 于 记录 了 各 初等 变换 矩阵 , 从 而 也 就 记录 了 B. BE, ER E EEE HAA 
允 。 为 了 减少 计算 过 程 中 的 数据 存储 量 ,也 为 了 充分 利用 系数 矩阵 4 的 稀 朴 性 , 往往 把 B! 
表示 成 上 述 的 初等 变换 矩阵 乘积 的 形式 。 
在 改进 单纯 形 算 法 中 , 假设 已 有 一 个 多 许 基 B, 并且 下” 已 表示 成 初等 变换 矩阵 的 乘积 : 
B "= EE, i" Ei, 
则 有 关系 : 
m= CEE, - i" E I, 
P.= B !P,= E,E, i" EP, 
P= B'h = EE,- Eb. 
设 经 (>r,s) 旋 转变 换 后 得 基 B. 则 
B !=E,B !=E,E,E, i E = Ez," Ei. 
MSN TW AT Sp him niman ww, 增加 到 一 定 程度 时 , 可 周期 地 对 B “! 重 新 求 它 的 U, L 
分 解 式 。 


2.4 允许 解 的 一 般 表 达 式 


设 rl, o, zr* 是 线性 规划 问题 (2.1.1) 一 (2.1.3) 的 所 有 基本 人 允许 解 。 设 y, y" 是 它 的 
所 有 的 极 射 向 。 这 里 , 把 零 向 量 也 看 做 是 极 射 向 , 记 作 y*"。 因 此 ,假如 v=0, 实际 上 表示 问题 
没有 极 射 向 , 即 定义 域 有 界 。 

定理 2.10 x 是 允许 解 的 充分 必要 条 件 为 :存在 非 负 实数 41,…, Aus po s Hos EE 

x = DA + 2 py 272, = 1. 
证 明 :充分 性 。 由 Ay =0, Ax =b, 
Ax = SAn + aE, = S =b. 
r= 1 j=l i=l 

H A0, py 宇 0, x E0, mw 三 0, 可 知 xyZ20, 因此 x 是 允许 解 。 


必要 性 。 对 x 的 非 零 分 量 个 数 进 行 数学 归纳 。 若 允许 解 x 的 非 零 向 量 的 个 数 是 1, 设 为 
z; 20, r;=0, ESEESE 


则 必 可 找 出 适当 的 m-1 AE, R P,P; ,使 B=(P; P;… P, ) 构 成 一 个 基 ( 即 P;… 
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p, 线性 无 关 )。 而 这 时 ,对 应 于 B 的 基本 解 便 是 x。 现 在 假设 对 非 零 分 量 个 数 小 于 r 的 一 切 
允许 解 x, 定理 成 立 , 从 而 证 明 等 于 x 时 也 成 立 。 不 失 一 般 性 , 设 x 满足 
xz; >Ü, j= ,Fr 
T=0,j=+r+1,",n 
若 这 时 , 向 量 P, P. 线性 无 关 , 则 必 可 找 出 适当 的 m — r 个 向 量 , 设 为 P. , i, Pus 使 得 B 
= (Pi1… 了 P,P,+1…P, ) 构 成 一 个 基 , 而 对 应 的 基本 解 为 x。 若 P1,…, P, 线性 相关 ,不 妨 设 向 
Ë P; +is "P, (k 21)Æ Fior 中 的 最 大 线性 无 关 组 。 因此 ， Pit P} 都 可 用 Pisi a 
P, 线性 表 出 。 设 Prste, Pi+m 是 适当 的 m+ 上 一 + 个 向 量 ,使 得 
B=(P,, i P.P, i Pyra) 
构成 一 个 基 。 记 T(B)= (65)。 考 虑 T(B) 中 的 极 方向 y!1= (yiy2…yn) ,其 中 
三 
V+i= ~ bi, i= 1,2, m, 
y; =0, 对 其 余 的 各 分 量 ， 
由 Ay! =0, 可 知 
P. = — YR+1) Prei- 
但 是 , Pi 可 用 P, +1,…, P, 线性 表 出 ,因此 必 有 
Ji 二 +， 
下 面 分 两 种 情况 考虑 。 
(|) 若 w 兰 0，i=R+1…r。 则 开 是 一 个 极 射 向 ,不 妨 设 它 就 是 y'o IF 
x = x — Oy!, 
Ti 


p = min 
Y. 


' y; > 0, <ir). 
容易 证 明 , x 仍 是 允许 解 。 但 此 时 , x 的 非 零 分 量 个 数 必 小 于 (因为 r =0,i=r+1,…,n， 
H z, =0)。 由 归纳 假设 , x 可 表示 为 
x = 5 + Sy 
其 中 E u 


ph s = 1, A); = 0, x > 90. 


因此 可 得 
x = x”+ py! = s + (pr + 0)y! + "Tuy. 
i=] j=l 
( i ) # y; PEES f. MYE 


x =x-018, x = x + 0,y! 


其 中 


hr a 下 
>0) =$ 


0, = min >0, 
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5 y,<o} = ma >0. 
容易 证 明 , xx“ 都 是 允许 解 , 且 它 们 的 非 零 分 量 个 数 都 小 于 >。 由 归纳 假设 , xx 可 表示 为 
xX = s su + pe 


x = Da'i + 51 y. 
i=] i=0 


Ü- = min 


其 中 
de n p ps 
= i=] 
但 是 
_ O, ， 0, _, 
Tn ETT 
代入 后 可 得 
i=] i= 
其 中 
0 , 
se N T 
e m 0 , 
Hi ETIE 
且 满 足 
SA Li-On 
i=] 
证 些 。 
2.5 对 偶 理 论 


从 单纯 形 方法 中 ,已 经 看 出 ,求解 线性 规划 问题 
max{ Cx| Ax =b, x20} CRA 
相当 于 求 一 个 基 如 ,使 得 再” 之 0, 且 对 应 的 乘 子 r = CB ”满足 条 件 ra> WE, 4R 
题 
min{ ub |#A2C), (2.5.2) 
其 中 = (wl uy" us)  FE1B]RER02.5.2)2202.5.1)8J X40830 (sapa THR). FEP RL 28 EF 
uA 宇 C Hju AIHER, E ub 达到 最 小 值 的 对 偶 人 允许 解 , 称 为 对 偶 最 优 解 。 
定理 2.11 (2.5.1) 和 (2.5.2) 的 任何 允许 解 和, 必 满足 关系 式 ub >= Cx , 
证 明 : 由 Ax= b, {f uAx= ub. H uA2C K x>20,f% ub = mAx 宇 Cx。 证 毕 。 
定理 2.12 车 B8 是 (2.5.1) 的 最 优 基 , 则 wm"= r= CB ' 是 (2.5.2) 的 最 优 解 。 
证 明 :由 B 是 最 优 基 , 则 CsB-14 一 C 宇 0。 因 此 ,ww?= x= CB ! 是 一 个 对 偶 人 允许 解 。 设 
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x? 是 对 应 于 B 的 基本 最 优 解 , 则 有 关系 
Cx?= CsB !b= ub. 
由 定理 2.11。 对 任何 对 偶 允 许 解 uú, 由 关系 : 
1 三 Cg = u° b, 
因此 u! 是 一 个 对 偶 最 优 解 。 证 毕 。 
-个 基 B, BERT x = CB -! 是 对 侦 允 许 解 , 则 称 B 为 对 偶 允 许 基 , 而 对 应 的 = 称 为 基 
本 对 个 允 许 解 ,者 使 w 为 对 偶 最 优 解 , 则 称 B 为 对 偶 最 优 基 , 而 称 x 为 基本 对 偶 最 优 解 。 定 
JE 2.12 说 明 一 个 最 优 基 必 是 对 偶 最 优 基 。 
定理 2.13 (2.5.1) 和 (2.5.2) 若 同时 存在 允许 解 , 则 必 同 时 有 基本 最 优 解 , H 
min ub = max Cx. 
u 为 对 偶 允 许 x 为 允许 
证 明 :由 定理 2.11 TA Cx 有 上 界 ,因此 ,应 用 单纯 形 方 法 , 必 可 求 得 一 个 最 优 基 , 再 根据 
定理 2.12, 命题 即 可 得 证 ,证 毕 。 
定理 2.14 允许 解 和 对 偶 允 许 解 x? u" 是 最 优 解 和 对 偶 最 优 解 的 充 要 条 件 为 
(uA — C)x 0 =0. 
WEBA :由 定理 2.11,2.12,2.13, BIEI x°? u° 是 最 优 解 和 对 偶 最 优 解 的 充 要 条 件 为 
Cx =u b=u Ag. 
由 此 ,命题 即 可 得 证 。 证 毕 。 
由 于 x20, a? A 一 C 宇 0, 故 上 述 充 要 条 件 等 价 于 
(a p. — Cri=D0, j=1,2,m, n. 
若 由 某 对 偶 最 优 解 u", 使 得 某 指标 ; 满足 w?Pj>>C( 称 ;对 (2.5.2) 是 松 的 ), 则 一 切 最 优 解 
x, WE zj=0( 称 了 对 (2.5.1) 是 紧 的 )。 若 有 某 最 优 解 x", 使 得 对 某 指标 j, 满足 r >o j 
对 (2.5.1) 是 松 的 ), 则 一 切 对 偶 最 优 解 u, 必 使 aP, >Ci( 称 六 对 (2.5.2) 是 紧 的 )。 
对 侦 理 论 是 线性 规划 中 的 基本 理论 。 利 用 对 侦 理 论 , 可 以 证 明 有 关 线 性 不 等 式 组 的 一 些 


基本 结果 。 
定理 2,15 线性 不 等 式 组 Ax 宇 b 相 容 的 充分 必要 条 件 为 : 
对 任意 的 满足 
uA =0, u20 
的 u, 都 使 ubo. 


证 明 :; 考 虑 线性 规划 问题 .: 
min |0x | Ax=bt, 
它 是 问题 ; 
max {b u |ATu"=0, uTE0| 
PRIRASLA. AE RAEE B| HI 
1Ax 宇 6| 有 允许 解 = 
min {0x| AxZ2b1 =0 @ 
max| blu T| ATuT=0, u20! =0. 
证 毕 。 
定理 2.16 设 Ax2>b 有 人 允许 解 , 且 
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Ax 宇 b => ax>4, 
则 必 存 在 向 量 wn 宇 0, 使 得 uA =a, u"b 宇 d。 
证 明 
1Ax 宇 b > ax 三 人 | ë> 
min lax |AxZ pl >d = 
maxįb'u'|ATu"=a", u20 >d, 
故 必 存在 向 量 u20, 使 得 u A =a, bad, WEE, 
假如 将 对 偶 规 划 的 变量 u 作 如 下 的 变换 
ul=w-v, w>0, vy>0, 


则 对 偶 规 划 (2,5.2) 可 以 写成 如 下 的 标准 线性 规划 形式 : 


求 max— bl + biy, 

满足 —Alw+ATy+y= - CT, (2.5.3) 
w, v, y=0. 

根据 定义 , (2.5.3) 的 对 偶 规划 应 写 为 

求 min- x CT, 

满足 -rlA TZ - bT, (2.5.4) 
xTATEbT, 

x'D, 


问题 (2.5.4) 就 是 问题 (2.5.1)。 因 此 ,一 个 线性 规划 问题 的 对 侦 的 对 偶 , 便 是 其 本 身 。 
假如 原 线性 规划 问题 呈 如 下 形式 


求 max|Cx | Ax=b, x=0}. 
那么 ,容易 证 明 ,对偶 规划 应 写 为 
求 min| ub | uA >C, u=0}, 


这 时 ,松紧 关系 可 写成 如 下 形式 
AIIE x’, u 分 别 是 最 优 解 的 充 要 条 件 为 

(u° A — C)x)=0, u (Ax 9— p)=0. 

一 般 地 , 假如 原 线性 规划 问题 旺 如 下 形式 


求 max Cx + Ey, 

满足 Ax + Fy=b, 
Ax + Fy<b, 
x=. 

那么 , 容易 证 明 , 对 惕 规划 应 写 为 

求 min ub + vb, 

满足 uA + vyA>C, 
nF + vF = F, 
v=0. 


这 时 ,松紧 关系 可 写成 如 下 形式 
人 多 许 和 对 侦 允 许 解 (x?, y), (u). vw") 分 别 是 最 优 和 对 侦 最 优 解 的 充 要 条 件 是 
(u? À + v? A — C)x9= 0, 
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vi(Ax + Fyt- bp)=0. 
图 2.3 可 能 会 有 助 于 我 们 记忆 对 偶 关 系 。 
单纯 形 方法 通过 允许 基 ( 所 有 的 b;o 宇 0) 的 逐次 达 代 , 直到 所 有 的 bo; 


y 
兰 0( 即 所 得 的 允许 基 也 是 对 偶 允 许 基 )。 所 谓 对 偶 单纯 形 方法 ,是 通过 对 “| À F |=s 
偶 允 许 基 的 逐次 迭代 ( 即 始终 保持 所 有 bo; 宇 0), 直到 所 有 的 b; == 0( Bl Br F 


1 i 
得 的 对 偶 允 许 基 也 是 允许 基 )。 = V 1 F 
对 偶 单 纯 形 方法 的 计算 程序 : c 
步骤 1 设 已 给 一 对 偶 多 许 基 B= (P; P, ), 单 纯 形 表 T(B) = 图 2.3 
(b;). 因此 有 


b; 220, j=l, n,n. 
步骤 2 若 50 宇 0, i =1,…, m, 则 步骤 终止 ,已 获得 基本 最 优 解 。 相 反 , 设 
J), = minl1)j;| b. y <0, i=l, m}. 
步骤 3 车 5b, 宇 0, j=1,…,m, 则 步骤 终止 。 第 > 个 方程 产生 矛盾 , 问题 无 允许 解 。 相 


反 , 求 


b... 
9= max| su b, , < 0, 1<j<n|. 


J 


bn. 
s=min|j |t = 9, b,; < 0, 1<;<.]. 
rj 


PERA 以 6- 为 旋转 元 , 作 旋转 变换 后 , 可 得 基 
RA (P w pus p ) 
以 及 T(B)=(b;). JtrF 


By = by ~ Pb, ir, j=0,1,- m. 
用 B RËB,T(B RË T(B), 然后 转 到 步 又 1, 


对 偶 单 纯 形 方法 , 实际 上 就 是 在 对 侦 规 划 问 题 上 应 用 通常 的 单纯 形 方法 。 
2.6 变量 带 上 界限 制 的 线性 规划 问题 


考虑 如 下 形式 的 问题 
maxi xo| ro= Cx, Ax= b, OSx<d!}, (2.6.1) 
其 中 


d 
a= | “|, 0<d;,< +e, j=1,2,.,n. 
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虽然 将 条 件 z; <d; 化 为 zj) + z"; = dj(x'; 宇 0) 后 ,就 可 合并 到 hx = b 中 ,但 是 ,这 样 就 往往 会 
使 单纯 形 表 扩大 到 很 难 计算 。 这 里 ,介绍 一 种 不 需要 扩大 单纯 表 的 计算 程序 。 
XÆ B= (P, P; ), 设 T(8)= (by)。 让 
J= 1j1z; 为 B 的 非 基 变量 |. 
1J1|Jz| 表 示 J 的 任 一 前 分 。 即 
J,UJ,=J, J,f1J.= Ë. 


zio = bo- S had: i =Ü, l,m, m. 
;E J, 
r= Cx, Ax =b 


mu TO 
Zj = zo, Sl m, (2.6.2) 
rz; = d;i, ;€ J,, 
z;=0, jC Ji, 
为 对 应 于 B 的 剖 分 {J11J2| 的 基本 解 。 
定理 2.17 者 对 jEJi 8 boj 宇 0, 对 jEJ， 有 bo 志 0, 且 0<<znd;, i=1,2,…,m. 则 
对 应 于 下 的 训 分 1J1Jai 的 基本 解 便 是 (2.6.1) 的 最 优 解 。 
证 明 :因为 
To = bo 一 D buz; D 2 bojTj» 
IER jE 


bo =0, j e Ji, 


>;=0, ;€ J, 
ai 
To < bo 一 S bo, 
i€7, 
因为 
bo; < 0, z; S d;,; € J;, 
故 


To < bm 一 2, buzz, = zoo 
m h Bl, W T J J BJ3E 2 WET T š: 
TD 二 zip» H OS zio dj, i=1,2, `", m, 
因此 , 它 是 (2.6.,1) 的 最 优 和 解 。 证 毕 。 
变量 代 上 界限 制 问题 的 计算 程序 ; 
(1) 任 给 一 基 B= (P, P) ), 设 对 应 于 B 的 里 纯 形 表 为 了 也) =( 一 )。 取 前 分 1 J2] 
wF: 
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J= ijl; 为 非 基 变量 , 使 boó,2=01, 
Ja = l; |z; 为 非 基 变 量 , 使 bo <01. 
(2) 者 0 所 zo 夺 dj ,i =1,…, 7m, 则 步骤 终止 。 由 定理 2.17, 可 知已 获得 最 优 解 。 相 反 , 设 
j= minj j; | z <0 或 zo? dj, l<i<ml. 
大 xno<0, 则 转 到 步 又 (3); 者 zo >a, WERE). 
(3) 者 对 所 有 的 € ,有 5, 宇 0; 对 所 有 的 jE J, 有 6,; 志 0, 则 第 > 个 方程 是 矛盾 方程 ， 
问题 无 允许 解 ,步骤 终止 。 相 反 , 设 


J€ x, b; <0 或 jE b; >0], 


= boj 
9 max| 名 
J 
然后 转 到 步 又 (5)。 
(4) 着 对 所 有 的 € ,有 6, 和 0; 对 所 有 的 j EJ A 6 三 0 WE r 个 方程 是 矛盾 方程 ， 
问题 无 允许 解 , 步 又 终止 。 相 反 , 设 


. [bo l. | 
0=mi|2% ie p, b; >0 B ;€ J;, bj<0}, 


s= min 


i= 0, HÑ jE, 时 ， ba <0, 当 jE Ff, b; >0). 
rj 


= min[; |Ë = 0, A jEJi Ef, b,>0, 34 ;€ J, 时， b. <o]. 

BERIE). — 

(5) 作 (x, s) 族 转变 换 后 , 可 得 新 的 基 

B =(P; P; Pp, "P, )R T(B)=(5;). 

(6) 着 z. <0,s€ Ji, WE J i= (JY Ns)U;j,,J2= Jai zx. a <0,s€ J,, WEJ =J Uj, 
J= J2\ so 

车 zo >d; ,5E J,, W| Et Ji=J sdh Ujo # z, > d; , s € J, MWE Lone 
(J, s)} Uj.o 

(7) 置 

Zig = bio _ SO badi, i= 0,1, e,m, 


; € 1, 
以 瑟 , 工 ( 吾 ),Eio 分 别 代替 B, T(B), zo, EHR (2). 
定理 2.18 算法 中 所 得 的 T(B)= (5) 和 |J lJ. 88 E. 
当 jEJ Ef, b; 20, 
当 jEJ; 时 , b, <0. 
证 明 : 这 里 , 只 证 明 情形 z,o > d, ，s EJ2。 对 其 余 的 情形 可 完全 类 似 地 分 别 证 明 。 
根据 步骤 (4), 这 时 有 6,, 达 0，b0, 夸 0。 根据 步 又 (6), 这 时 有 Ji = Jio J2= (J, Ns)U o 
因为 
bo; = oj 一 ru: 
#j€Ji=Ji, B. bj 志 0, 则 由 60; 汪 0, 可 得 bb; 20; 
车 jEJ1=J, 且 6, >0, 则 由 6 的 取 法 ,可 知 
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加 bn; 
Boj = bn fu ~0)>0. 


# j €eJjJ,Nj M|; CJ, EE b, =<0, R, E b,20, MERE by Sby <0;# by <0, 则 由 8 


最 后 ,车 j = j,, 则 


证 毕 。 
定理 2.19 zm 所 zo0， 
zm 三 zo0; 当 且 仅 当 =0 时 
证 明 : 这 里 也 只 证 明 情 形 z,o >>d; ,sE J。 其 他 情形 可 完全 类 似 地 证 明 。 因 为 


zo = bo 一 27 oo 
je 
bo — > bod; — bo d, + bod, 
jE 
bo — 2 bosd; - bo; d, 
JEJ, 


= boo == Bb. aa 2 (boj = pb, ) d, + gd; 
i€, 


ll 


= zo - 0(z, — dj). 
注意 0>0, 命题 即 可 得 证 。 证 些 。 

定理 2,20 上 述 变 量 带 上 界限 制 问题 的 计算 程序 必 在 有 限 步 内 终止 。 

证 明 : ”只 要 能 证 明 计 算 过 程 中 , 同样 的 基 B 及 前 分 1Ji|Jzl 不 重复 出 现 ( 即 不 发 生死 循 
H), 则 步 又 必 在 有 限 步 内 终止 。 现 在 ,用 反 证 法 ,假设 对 某 变 量 带 上 界限 制 问题 (2.6.1), 上 述 
REE T AEF 

T(B,)—> T(B,)—--— T(B,)— T(B;) 
(yl) (nl) (|) (|) 

将 T(B) 的 列 指标 集合 11,…, n HAAT F, G, H 之 和 ,使 得 

jEF 9S zx; 是 所 有 的 B, 基 变 量 。 称 F 为 固定 基 变 量 指标 集 。 

j€ H = zx 是 所 有 3B, 的 非 基 变量 。 称 H 为 固定 非 基 变量 指标 集 。 

jEG = xz; EER: B, HETE, 也 是 某 8B, 的 非 基 变量 。 称 G 为 循环 变量 指标 集 。 

将 T(B) 的 行 指 标 集 合 11,…, mz | 剖 分 为 子 集 L, M 之 和 ,使 得 

jEL 名 位 于 第 i 个 方程 的 基 变 量 zx,, 必 使 ;€ F. FE L 是 对 应 于 固定 基 变 量 的 行 指标 
集 。 

JEM 所 位 于 第 ;个 方程 的 基 变 量 zri, 必 使 EGG。 称 M 是 对 应 于 循环 基 变 量 的 行 指标 
集 。 

设 

T(B,)= (bt), i=1,.…,k, 
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so = bom oan £ = Loss, b, ¿ = 0,11, mú (2.6.3) 
jE 
由 T(B,) 变 换 到 T(B,+1) 的 旋转 行为 r(z), 旋 出 基 变 量 为 >, ,旋转 列 为 s,, 旋 入 非 基 变量 为 


zs (t=1, k, M B; +1 = B.) 


根据 上 述 定 义 , 立即 可 得 
G =Ülsl| =Ülrl, M = ÜI (2.6.4) 
根据 定理 2.19, 可 得 
zio zü: Z= z =l 
即 
zü = zi = `` = zo (2.6.5) 
因此 , 在 循环 过 程 中 ,所 有 的 9=0, 即 66, =0，t=1,…,k。 由 旋转 变换 关系 
bo; = bu; — Obri 
立即 可 得 


b0;= bi = = bb J=0,1, "n. 
由 bb, =0, 可 得 
b =0, 对 jEG, =l, A. (2.6.6) 
<> 
q=max|lj|jE GI, (2.6.7) 
为 了 书写 方便 ,不 失 一 般 性 ,假设 ri = sy= 9, 而 对 1<t<f,sAgo BW r(1)==,r(f)= r 
(EI T(B1) 的 旋转 行为 w, 对 应 的 旋 出 基 变 量 为 zx, T(By) 的 旋转 行为 g, 旋转 行为 r)。 设 
Bi1=(P;"…P; ), B = (Pr Py ), Jo” q. 
对 T(B1)=(65;), 根 据 施 转行 的 选取 规则 , 可 得 
O< zi dj» 对 所 有 的 jEGNg. 
因为 不 然 的 话 ,就 不 能 取 >, 为 旋 出 基 变 量 。 
对 <1o 有 两 种 情形 ; 
E =w<0, 则 由 步骤 (6) 可 知 q € JA (XT 2 =< f); 
# zl >d, W EROTSKA) 
记 对 应 于 Bi BAA J 11) 0935383825 


x ={xi, exl)", | 


其 中 
到 (2.6.8) 
x}=d,, ;j€ J, (2.6.9) 
zi=0， 其 余 的 分 量 ， (2.6.10) 
对 TT(By)= (54), 由 于 x! 是 (2.6.1) 的 基本 解 ,自然 必 满 足 方 程 ，; 
RE a a (2.6.11) 


IEJ i € J, 
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令 
G1= (GNT)\g, Hi= HAH, 
G,=(GfJ:)Nq, H= HNJ}, 
由 于 
by =0, j€F, 
zj}j=0 jE HNN, 
则 
rrt agba t 22 Pri t 2, bi + 2 b j= blo. (2.6.12) 
下 面 分 四 种 情形 讨论 。 
(i) zio<0, zl = z, <0, q € Ji. 
因为 对 所 有 的 € G, # bh = 0( 由 式 (2.6.7)), 根 据 步骤 (3) 中 旋转 列 的 选取 规则 , 必 有 
br 0, jE Gi, 
b <0, jE G2, 
bt, <O. 
(否则 就 不 可 能 取 q 为 了 (Br) 的 旋转 列 )。 
因为 x! 满足 条 件 ; 
Sri d; ;€ (G Nq) (2.6.13) 
(因为 zi = zio M OS ziS dji X j ECG N 9)), 所 以 有 
bfx! >0, (2.6.14) 
bhri 20, jE Gi, (2.6.15) 
bx} bldj, jE G2, (2.6.16) 
因此 , 从 方程 (2.6.12) 可 推 得 不 等 式 
S bldj + D7 bd; = 2 bid; < bh. (2.6.17) 
€ G, ;€ H, jer 


另 一 方面 ,由 so<0, 可 得 
blo = > bld; <0. 


jeri 
与 式 (2.6.17) 相 了 矛盾 。 

Ci) zio<0, zio = z, > dys q € Jš. 
只 要 注意 这 时 必 有 以 >0, 就 可 和 情形 ( | AU SSK A. 
(H) >de, zl a= zi<0, q€ JA. 
根据 步 双 (4) 中 旋转 列 的 选取 规则 , 必 有 

bi =<0, jE G, 

f0, ;€ Ga 

b >O. 
由 此 , 从 方程 (2.6.12), 可 推 得 不 等 式 
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2 bd; + $, bld; + dy = 2154, + dy 2 bho. (2.6.18) 
;€ G, jeh, 


jef 
及 一 方面 ,由 xm> dy， 可 得 
blo - 2) bld; > dy. 


J€ F, 
与 (2.6.18) 相 了 矛盾 。 
(V) zo> dy, zoal >da q€ Jš. 
只 要 注意 这 时 必 有 bi <0, 就 可 推 得 
rd, + 21 rl; ii 21 brd; + di = 2 bj + ds F bh. 
j € Cr, j £ H, jE 


从 而 与 >d HF. EP. 


2.7 几何 意义 


现在 ,将 n 维 向 量 x 看 做 n 维 欧 氏 空间 中 的 点 。 对 不 同 的 点 x，x!1,…, 丰 , 若 存在 非 负 实 
k 
数 Gq a "5 dps >a; = 1 ;使 得 
i=j 


x =ajx! + --- + ap" 


则 称 x 为 z ,和 的 一 个 凸 组 人 台 。 由 所 有 止 组 台所 构成 的 点 集 S. 
ñ £ 
S= [x | x= Slax, a; = 1, a; > 0, : = 1, Du k] 
i=j =l 


称 为 {x ,…,x E, BIF, e, ate EE, 1.1, 212 是 一 个 线段 ,通常 记 作 
xix AAR D, 若 对 D 中 任意 的 两 点 x Ay, Axy, Wk D 为 一 个 凸 集 。 容 易 证 
HH, 两 个 或 两 个 以 上 的 西 集 的 交集 仍 是 凹 集 ;车 D 是 一 个 凸 集 , 则 对 任意 的 有 限 个 点 <€ D, i 
=1,2,-- k pd ixl, e xt aD., WOR D 中 的 点 r, 若 万 中 不 存在 xzL 和 x2 xl 天 xz 以 
及 al>0, az>0,21+ a2=1, 使 得 
x=alx 十 axx2, 
则 称 x 为 了 的 一 个 项 点 ;项 点 不 是 凸 集中 任何 线段 的 内 点 。 联 系 到 线性 规划 问题 的 定义 域 
[x|Ax=b, x>—0|, 

容易 证 明 , 它 是 一 个 凸 集 ,通常 称 其 为 凸 多 面体 。 

定理 2.21 设 x 为 凸 多 面体 |x|Ax= b,x 衬 0| 中 的 任 一 顶点 , 当 j€.J1 PF, z; >0; 4ft, 
jEJa z=0, 则 对 jEJ 中 的 所 有 列 向 量 p, 必 线 性 无 关 。 其 中 

TiUJ;=11,2,.…,n}. 
证 明 , 假 设 不 这 样 , 则 存在 一 组 不 全 为 零 的 数 a. € J, 使 得 
2, dP; = 0. 


ra 


9g= min (37 | ,#0, jE 
EN 
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作 问 量 x! 和 x2 wF: 
ri==z;+0;, jE 


o J€ J... 
zj = z; ~ 85;, J; Ji, 
T= Tj, ifa, 
则 容易 证 明 , x! 和 x? 仍 满 足 约 束 条 件 ， 
Ax=b, x=0. 
但 这 时 有 天 系 
_ x! + x° 
> 


这 就 与 x 是 质点 相 政 盾 。 证 毕 。 
定理 2.22 多 面体 
Ixl Ax=b, x=0; 
中 的 点 x 是 它 的 顶点 的 充分 必要 条 件 为 :x 是 一 个 基本 人 允许 解 。 
证 明 : 设 A 为 m x n HER, A 的 秩 为 m。 
必要 性 。 不 失 一 般 性 , 设 r;>0,) =1,--,k;r =Ü, j =k tl, mno 由 定理 2.21, n] 8k 
Pi…P 线性 无 关 。 由 A 的 秩 为 m, 则 可 找 出 适当 的 m — k 个 向 量 ; 例如 设 为 P41… Pm 使 
PoP, 线性 无 关 。 因 此 ,8B = {Pl…P,,) 构 成 一 个 基 , 它 对 应 的 基本 人 解 便 是 xo 
充分 性 。 不 妨 假 设 , x 是 对 应 于 基 B = (Pi1…P,,) 的 基本 允许 解 ,因此 有 
rT;=0,7=m+l1,",n (2.7.1) 
Bxs=b, xg = (zi, "`" Ta). (2.7.2) 
车 x 不 是 名 面体 的 顶点 , 则 存在 两 个 不 同 的 允许 解 x! 和 xt, UA ai >0, a2>0, a1 taz=l, 
使 得 
x=ajx!l + a2x’,. 


由 (2.7.1) 及 允许 解 的 分 量 的 非 负 性 , 可 知 


因此 可 得 


与 rAr AFA., WEE, a 

凸 多 面体 中 的 两 个 不 同 的 顶点 xl 和 x?, 若 不 存在 凸 多 面体 中 的 线段 zlzz, 使 得 zlz?z 门 

xlxr2= |x], H x 不 同 于 xl,xz,zl,zz, 则 称 顶 点 x! 与 x? 相 邻 。 连 接 两 个 相 邻 顶点 的 线段 , 称 

为 凸 多 面体 的 楼 。 

定理 2,23 设 有 人 允许 基 p! = (Pi1**P,_i1P,P,+1*… Pa), B° = ( Pi P, PP, , Pam), 
对 应 的 基本 允许 解 ( 即 顶点 ) 分 别 为 xl, x?, 设 B! 经 过 (r,s) 旋 转变 换 后 得 到 p2, 则 顶点 x! 和 
x? 相 邻 。 

证 明 :; 设 车 相反 ,有 人 允许 解 z! 和 z2, 使 得 

2 


slz [xlt = |x], Earl, at, zl, z, 
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因为 71= xz =0, XF m +1<j=s=n,x€ x1x2, IX x; = 0, 对 于 JIL HISAS N, 又 困 为 x C 
ziz’, z0, z7 20, , KI Tj = zj = 0, 对 m + 1; s=n G 因此 xl, x". zl, z 都 满足 条 件 


rz P, + zP, = 5 
j=1 
z=0, 对 m+1 志 jj 关 5 之 n 
x = Ü 


但 是 , 满足 上 述 条 件 的 解 集 是 线段 ylrz。 因 此 xl, zzE xlx2, 与 假设 相 矛 盾 。 证 毕 。 

定理 2.22 和 2.23 说 明了 单纯 形 方 法 的 计算 过 程 是 由 一 个 顶点 沿 着 楼 走 到 另 一 个 相 邻 的 
顶点 , 而 棱 的 方向 便 是 极 方向 。 

基本 人 允许 解 这 一 概念 是 对 标准 形式 的 线性 规划 问题 而 言 。 顶 点 这 一 概念 与 约 东 条 件 的 表 
达 形 式 无 关 。 今 后 , 当 问题 的 约束 条 件 还 未 化 成 标准 形式 时 , 常常 使 用 顶点 这 一 概念 。 


2.8 字典 序 单 纯 形 方法 


在 2.2 中 所 介绍 的 单纯 形 方法 ,旋转 列 和 旋转 行 的 选择 , 都 与 变量 的 排列 次 序 密切 相关 。 

一 旦 排 定 次 序 后 ,计算 过 程 也 就 随 着 确定 了 。 其 基本 思想 是 这 样 .假设 定义 一 系列 问题 Pt : 
max| Cx| Ax=b, xZ0, 当 j>k BF, zx; =0|， 

那么 , 仅 当 求 得 P* 的 最 优 解 后 , 才 继 续 考 虑 问题 已 ”。 王 面 介 绍 一 种 比较 灵活 的 选取 旋转 元 
的 单纯 形 方 法 ,通常 称 作 字典 序 单纯 形 方法 。 这 一 方法 将 在 线性 整数 规划 中 得 到 庶 用 。 

线性 方程 组 Ax = b 的 解 集 是 一 个 n 一 m 维 的 线性 流 形 ,其 中 有 n-m 个 变量 可 任意 地 
取 值 。 对 4 中 的 任意 的 基 8, 记 它 的 非 基 变量 为 参 变量 11,…ij,d =n 一 m。 以 非 基 变量 为 
参数 , 从 方程 组 Ax = b 中 ,用 高 斯 消去 法 , 解 出 基 变 量 后 , 可 将 线性 规划 问题 化 成 如 下 的 参数 
ÉR: 

R max ro, 满足 条 件 

Xo = @p 十 > ao;(— ti), 


d 
T1 = ay + Sayl- t; ), 
j=l 


In = Cn0 + S ejl- H) 
x; > Ü, : n 1,2,-" m. 
当 某 个 ri 是 非 基 变 量 时 , 对 应 的 方程 式 实际 上 是 恒等式 : 
zt 1 
I [FE] Bt 
jF 


=( xx)", 


x= (Z Xis Za 
Da Š T oe r 
aj = (ag tij" , j; ) * )J=0,1,:: d, 


WI [Ë] š 2 R| 38 š RA F BJ 8] EU z 
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求 maxi zo | x = tro + Yal- lh z; Z 0, i = 1,2, mn) ! 
j=1 

容易 证 明 以 下 事实 

(| ) 若 gag 宇 0, i =1,2,…,n, 则 x= a 便 是 一 个 基本 允许 解 。 

( ii) 车 a0; 宇 0, j= 1,2,…a, 则 对 任何 允许 解 x, 必 使 xz0 志 aoo。 

( 诈 ) 若 所 有 的 a20, ao; 宇 0, i =1,2,…,n,j=1,2,*…d,，, 则 x = eu 是 一 个 基本 最 优 解 。 

(VEBE ,使 得 agu <0,a,<0,, N| y= - a, 是 一 个 极 射 向 , 线性 规划 问题 无 最 大 值 。 

(VERH ,使 得 co<0, ar 三 0,j = 12,…a, 则 线性 规划 问题 无 允许 解 。 

对 参数 表示 形式 

d 
x = ë + 2al- t; ) x" 

假如 要 用 r, 代替 7,, 作为 新 的 第 ;个 参 变 晤 ,那么 只 要 从 r, 的 表达 式 中 解 出 1,, 代入 其 他 各 式 
即 成 。 设 用 z, REL 后 的 参数 表达 式 为 


其 中 


Wa 与 a; 之 间 有 如 下 的 关系 式 ， 
定理 2.24 a, =- Ta,, a, =a; T ay js. 
证 明 ; 从 关系 式 
r, = aq + bon a tj) tanl- t,) 
可 解 得 5 
a a 
代入 工 的 表达 式 中 , 可 得 


到 ary Ari I ] 
x = Gmm 十 Sa- + a,| - =: > (— t;) 一 (一 z.) | 
n Ü pg jE U ry Ay 


rü üri E 
= ao - a, | + EF aj 一 da, | (~ y) + Sr, 
rs — Crs Ors 
kal 


证 毕 。 

一 个 非 零 向 量 e, 若 按 分 量 的 下 标 顺 序 , 第 一 个 不 为 零 的 分 量 是 正 数 , 则 称 a 是 字典 序 
正 , 记 作 wm>0。 知 ->0, 则 称 a 是 字典 序 负 , 记 作 eg<0。 若 两 个 向 量 a 和 月 ,使 得 a - B> 
0, 则 记 为 a> Bp. BPlQ,(1,-5,-6,4)">0,(0, 0, -1, 8)1<0, (0, -1, 0, -8)!>( -9, 
9，8，7)T。 按 照 字 典 序 ,所 有 维 数 相同 的 向 量 构成 一 全 序 集合 。 下 面 , 介绍 字典 序 单纯 形 方 
法 。 

考虑 问题 
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a 
max{ rol x = go+ Ņ a;l- t), z 20, i = 1,2,,n). 


假设 各 向 量 a, j0 已 使 满足 a,>0。 如 何 获得 这 样 的 初始 表示 式 ,将 在 本 节 示 叙述。 
计算 程序 ， 
(1) 计算 a= minjapli=1,2, en}. Æ ao 三 0, 则 步骤 终止 ,xz = a, 便 是 问题 的 最 优 解 。 
而 且 对 任何 允许 解 工 , 有 关系 
x = a+ 2,06; (-— t) <a, 
即 此 时 的 a 按 字 典 序 最 大 达到 了 最 优 。 若 。 <0, 则 进行 步 又 (2)。 
(2) FER a 2>0,; = 1 …,d, 则 步骤 终止, 问题 无 允许 解 (因为 无 非 负 的 x 满足 第 ， 


个 方程 )。 相 反 , 进行 步骤 (3)。 
(3) 按照 向 量 的 字典 序 的 大 小 ,计算 


并 
max ilag <0, j=1, =d) =La, 
rj Fs 


ü 


(4) 用 x, BR, 作为 新 的 第 s 个 参 变 量 ( 即 作 (r,s) 旋 转变 换 ), 得 新 的 表达 式 


d 
x = Qo F >al- t), 
imi 


其 中 


U = tj, js, LET, 
然后 用 新 的 表达 式 代 蔡 原来 的 表达 式 , 转 到 步 台 (1)。 
定理 2.25 若 aj>0, j=1,2,…,d, 则 
&;>0, j=1,2,.,d, 


(o> Go. 
证 明 ; 由 an <0, œ, > 0, BM3 
a, =- a 8 >Ü 
XF; =s, 0,3% a, 20, WI 
æ; = a; ` 'a,>a;>0, 


又 因为 
ao= to a, moci ol 6 > b, 
可 得 
a <a. 
证 毕 。 
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由 定理 2.25 可 知 上 述 字 典 序 计算 程序 , 在 计算 过 程 中 ,同样 的 参数 表达 式 决 不 重复 出 现 ， 


而 且 , 参数 表达 式 的 数目 不 会 超过 Gs 种 ,所 以 ,程序 必 在 有 限 步 内 终止。 


最 后 , 再 来 讨论 寻求 字典 序 正 ( 即 mi>0) 的 初始 表达 式 的 方法 ,通常 称 做 M 方法 。 
首先 , 任意 给 一 个 基 B, 设 其 非 基 变 量 为 11,…, ts。 设 以 4 为 参 变量 的 参数 表示 式 为 


x = got S'a- G), 
假设 按 字典 序 的 大 小 求 得 | 
min|@;|; =1, 2, *, dl = a, 
Ë .>0, 则 已 著 字典 序 正 的 表示 式 。 相 反 , 附加 一 个 参考 的 条 件 


Z, = M + S- t) = 0, 
i=l 


Bp 


D 
其 中 M EEBS. Wa, 以 z PRERE L, 可 得 表示 式 
x = Gn T DTA t;) y 
ja] 
其 中 
@, = — G,, a; = Qj 一 Q, ES Qo = €o — Ma, 


显然 ,这 时 已 有 &>0(j =1,2,…, qd)。 因此 这 可 应 用 上 述 字 类 序 单纯 形 方法 求解. 


足够 大 ,加 上 参考 条 件 后 的 问题 与 原 问题 等 从 ， 
2.9 列 生 成 方法 
1.7 节 给 出 了 一 个 整数 规划 转换 为 线性 规划 的 实例 :钢筋 下 料 。 
求 min 2 zj, 
满足 条 件 
2 Jaz; = b;, i = 1,2, `", m 
Sagi < 1 对 所 有 的 方式 j 


a; 293 ft 86%, 
.zj 22 0, 对 所 有 的 方式 ;. 


只 要 M 


(2.9.1) 


(2.9.2) 


(2.9.3) 


(2.9.4) 
(2.9.5) 


称 和 问题 (2.9.1), (2.9.2), (2.9.5) 为 下 料 问题 的 主 规 划 。 注 意 , (2.9.2) 中 ai 是 待定 整数 , 故 
主 规划 实质 上 是 非 线 性 混合 规划 。 对 主 规划 而 言 , B9 = (P1… P,,) 是 一 个 允许 基 , 且 有 
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— 0 
ail 
ES 
(p) = an 
0 d 
G mri 
y l | 1 
Ü Ü l| n — 一 全 一 一 — 
= rof B = r CTV j : 
x go ( B°) a e P 
对 应 于 B° 的 基本 解 为 
二 了 ,二 ， EELE (2.9.6) 


zi=0, 对 其 余 的 方案 了 . 
一 般 地 说 ， 假设 已 有 一 允许 基 B = (P; Pa Pin) REKE 


bu bn … bim 
B-I=|: : il 
Dml Dm2 na Pnn 


pio 


B-1b= oz 


bma 
XE b= (bi, br s bm) 。 则 对 应 于 BHRT 为 
Jf 一 EST Maa y rm ) = 《一 1, zz paee EE 1) B~! 


05 2 55 


iaj 


根据 改进 单纯 形 算法 , 假如 满足 条 件 
xP; - C; = =P; +1 守 0, 对 所 有 的 j, (2.9.7) 
则 B 便 是 最 优 基 。 然 而 , 条件 (2.9.7) 又 等 价 于 下 述 问 题 ( 通 常 称 其 为 背包 问题 ) 的 最 小 值 非 
T. I 
求 minz = 1 + 六 ro (2.9.8) 
满足 
Ña: < 1, aí 为 非 负 整数 。 (2.9.9) 


称 问题 (2.9.8), (2.9.9) 为 下 料 问 题 的 子规 划 。 它 是 一 类 特殊 的 整数 规划 问题 。 
现在 ,假设 已 求 得 子 间 题 的 解 为 


Fi 

R 用 * + 

di = äi s äp = üm: Z = ZE =1+ $ ra, | 
一 


这 时 , 若 r" S0, 则 步骤 终止 , B 便 是 主 规划 的 最 优 基 。 者 = "<0, 则 生成 列 问 量 
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ai bis 
P,= à ,县 ” 卫 ,= 
am bm 
H 
经 (r,s) 诈 转变 换 后 可 得 


B= (Pn P. IPP, i Pin), 
B `! = E,B 1 = (6;), 
Bb = (bio by bmo), 


x = CEB `! ii (- 2y bi aii Dy Bim) : 
然后 用 r 代替 x 继续 求解 子 问题 (2.9.8),(2.9.9)。 
利用 子规 划 的 最 优 解 来 形成 主 规划 的 旋转 列 ,这 一 过 程 称 为 列 生 成 过 程 。 一 般 地 说 , 可 考 
虑 如 下 形式 的 问题 。 
给 定 一 个 m 维 的 列 向 量 集 合 Q@, 以 及 一 定义 在 Q 上 的 实 值 函 数 C(P)。 要 求 一 实 值 函数 
x(P), 使 得 满足 
25 C(P)x(P) 达到 最 大 值 ， 
PE Q 
> x(P)P = b, 


PEQ 


x(P) 宇 0, 对 所 有 的 PEQ. 
假设 已 获得 Q 的 m TEE P, P2,…, Em, 使 得 
B=(P, Pre Pa) 
构成 土 述 规划 问题 的 一 个 允许 基 。 记 
X=CpB”,( 其 中 Ca=(C(P1),…,C(P.,))) 

则 可 得 一 般 形 式 的 列 生 成 方法 如 下 

(1) K = =min|=P — C(P)!| PERI， 

E ==0, 则 步骤 终止 , B 便 是 一 个 最 优 基 。 

# =<0, 则 进行 步 双 (2)。 

(2) 设 z= xP, 一 C(P,)。 生 成 旋转 列 B P, 然后 利用 通常 的 单纯 形 规则 , 确定 旋转 行 

(3) 进行 (4r,s) 旋 转变 换 后 ,可 得 基 B.B ', 以 及 z, H B, x REB, x, os zF SE 
(1). 


2.10 等 高 面 法 与 拟 单 纯 形 法 


考虑 R" 中 的 一 般 线 性 规划 问题 
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max ra = Cx, (2.10.1) 

s.t Ax=b. 
在 (2.10.1) 中 ,约束 条 件 没 有 等 式 ,xz 全 0 也 不 是 单独 列 出 ,4 是 mx x n ME BE, MARA m > n. 
如 果实 际 的 线性 规划 问题 存在 P 个 线性 独立 的 等 式 约束 , 刚 可 用 全 主 元 消去 法 求解 出 P 个 变 
量 ,从 而 约 东 个 数 及 问题 维 数 都 减 小 P; 男 一 个 办 法 是 将 每 个 等 式 约束 的 石 端 做 微小 摄 动 , 然 
后 用 两 个 摄 动 不 等 式 代 震 一 个 等 式 约束 ,从 而 问题 的 维 数 不 变 且 增加 P 个 不 等 式 约束 。 

问题 (2.10.1) 的 m 个 约束 形成 R”* 中 的 一 个 凸 多 面体 2", 记 
Å= (an a as), i=1,2,,m, (2.10.2) 

多 面体 2” 可 以 表示 为 


Q= x€ R'|Ax2b,, i=1,2,-", m). (2.10.3) 
先 假定 02” 非 空 并 且 找 到 一 个 内 点 x?, 亦 即 先 假定 (2.10.1) 的 约束 相 容 。 
f) 的 边界 30” 由 部 分 或 整个 超 平面 
D TN 1<i=<m). (2.10.4) 
j=l 


组 成 。P, 的 法 向 景 是 (2.10,2) 表 示 的 A!。 通 过 r 的 法 向量 4; 正方 向 指向 0” 内 部 。P, 与 
an” 的 交 叫 做 0” 的 表面 ,表示 为 


P, = lx € R" 


P; = P, N2". 
将 (2.10.1) 中 目标 函数 的 C 视 为 向 量 ,定义 通过 y 点 的 c- 线 ; 
LE=|xER"|x-y=C, :ER'| (2.10.5) 
>O ËR L 的 正方 向 。 一 个 点 从 y BEL 正方 向 移动 时 , (2.10.1) 的 目标 函数 增 大 。 因 
J, LS 的 正方 向 可 视 为 c- 高 度 方向 (或 简称 高 度 方 向 ), 而 超 平 面 
Q'=lx€R"|CT(x—y)=0| (2.10.6) 
可 定义 为 = 等 高 面 (或 简称 等 高 面 )。 显 然 ,同一 等 高 面 上 的 任何 两 点 具有 相同 的 目标 函数 值 
( 即 相 同 的 高 度 )。 
令 llot, im 为 1,2,…, m 的 任意 排列 。(2.10.3) 表 示 的 凸 多 面体 Q” 的 边界 点 可 分 
成 三 类 :表面 点 .楼 点 、 顶 点。 楼 点 是 满足 
Ayy = b, i= l, ipla 1= r = n, 


S Ta AT #0, Vana € R', Ja} #0, (2.10.7) 


AJ > b,, i= lpi " im. 
的 点 y. W TRAR SAA H EE, (2.10.7) E Y BJ E COB WO ACn -r ERS. 35 r=1 ff, 
(n 一 1) 维 楼 点 是 2™ 表面 上 的 一 个 点 ,叫做 表面 点 。 当 = 时 ,0 ERSE O” 的 一 个 顶点 。 
以 后 , 如 果 维 数 不 特 别 标 出 ,一 个 楼 点 只 意味 着 满足 (2.10.7) 且 2<r=<n 一 1 的 点 。 令 y 是 由 
(2.10.7) 定 义 的 一 个 (n - ”>) 维 楼 点 , 形 如 (2.10.4) 的 ”个 超 平 面 的 交 

Es={xER"|A (x-y)=0, j=1,.,7} (2.10.8) 


称 为 A" 的 (n — r) 维 棱 。 注 意 ,本 节 定 义 的 (mn - >) 维 楼 比 2.7 所 说 的 楼 含意 广 得 多 。2.7 所 
说 的 楼 只 是 (2.10.8) 定 义 的 1 维 楼 ,可 以 叫做 楼 线 。 向 量 
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d, = C - > AT (2.10.9) 
叫做 楼 (2.,10.8) 的 梯度 , 其 中 系数 a,(j =1,…,r) 如 此 选择 , 使 得 


Ad, = A;C - aAA] = 0，i = 1，…，r， (2.10.10) 
f T : F J 


j=l 


假定 从 初始 内 点 x? 开始 ,高 度 单调 增加 的 内 点 序列 xo, x', (05k - 1) 已 经 找 
到 , 并且 个 线性 独立 的 表面 瑟 ,， 瑟 ,…, P 已 被 记录 。 等 高 面 算法 就 是 用 下 列 三 步骤 找 一 
个 更 高 的 内 点 愉 *+ 并 记录 相应 的 表面 P, (或 转向 适当 的 出 口 ), 从 而 完成 一 次 迭代 或 一 个 和 
代 周期。 

步骤 了 构造 通过 x* 的 di- 线 

L4 = (x ER" |x- xt = td, :€ R!) (2.10.11) 

其 中 问 量 d, š k = 0 时 等 于 C, 当 名 >0 时 表示 P, , P, ,…, Pi 相交 楼 的 梯度 。 如 (2.10.5),: 
>0 表示 (2.10.11) 正 方向 。 对 之 1, LL 不 与 Pl ，Pi,,…，P, 中 的 任何 一 个 超 平面 及 其 线性 
相关 超 平面 相交 。 

(i) LS 正方 向 不 与 90” HX. BR, 在 这 种 情况 下 o" 非 封闭 且 L 人 正方 向 使 目标 函数 
值 无 限 增 大 。 问 题 (2.10.1) 已 经 解决 。 转 向 无 穷 远 解 出 口 INF。 

(i) 正方 向 交 90” 于 (n -~ 5) 维 楼 点 y a<: <), CE s 个 线性 独立 表面 瑟 。，… 
P Gs 通常 是 1) 的 一 个 交点 。 

y, = x° + tk, t= min|((b;- Ax')/Adi) >0!. 


mR 


C= DNAs, LER 15; S n, (2.10.12) 


则 按 (2.10.8) 及 (2， 10.6), EFS REO, 定理 2.28 给 出 判别 y 是 否 为 最 高 (n — s) 维 
楼 点 的 充 要 条 件 。 如 果 y 为 最 高 顶点 , 则 得 到 解答 。 如 果 y ARDES, MW ENINA” 的 任 
何 点 < 是 (2.10.1) 的 一 个 解 且 C xz = C ,转向 多 解 出 口 MUL。 假 定 (2.10.12) 不 成 立 , 即 
y 不 是 最 高 楼 点 。 令 | 
y= + Daly x) = + td, 0<0<1, (2.10.13) 
并 记录 表面 P， =P, 0<i<s). SEPETI, 

Pi ,线性 独立 于 Pi, Pr Pi XE 1<0,<1 NL CTy'y>cIxt Bye n", 

SRI E AT 在 等 高 面 Qi* 并 通过 r 的 投影 射线 : 

nil={xER"|x -y=t(AT -(cTAT /CIC)C), 1>0} (2.10.14) 
其 中 
ha =A}, (ca; /CTc)]c 

为 AT 的 投影 方向 。 天 # 的 全 部 或 一 部 分 位 于 a” 内 。 
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(i E 的 一 部 分 位 于 Q" 内 , 即 J In" 于 点 
z= y+ tolki» t= min (| (b; - Ag) Aks) >0) ' 
取 
六 1 一 Bo) 人 二 六 十 2 有 í, OE1, (2.10.15) 

HPP R I 

(ü) J 全 部 位 于 Q" 内 , 即 JI Rna” 于 任何 有 限 点 。 在 (2.10.15) 中 令 to=1, 计 
算 tt E E 

注意 ,六 ”是 0” 的 一 个 严格 内 点 ,除非 (2.10,13) 中 bg =1 B(2.10.15)'F 9,=0., E 
然 ， 

人 人 > 人 

步骤 下 ”考察 所 有 记录 过 的 表面 Pi ,…, Pi, Pi,- 

(i) Æ d, 10, N] k +1< n EERE. k +1 = k, te yk R I. 

(ü ) 者 dk. i =0,M] k +ISn ARAE E P e P, ,确定 一 个 点 vno 
(在 (2.10.13) 中 令 9, =1, Æ(2.10.15) P 如 =0, 就 能 在 记录 表面 P,,…, P, 之 后 获得 
Piste Pi 的 一 个 交友 vo) 

如 果 mw 不 满足 定理 2.28 的 条 件 , 则 由 于 d; ,1=0， 


k+l 


C = Xaa] + 2, jAi» 

其 中 apanr yo 全 为 负 系 数 且 14 < k +i ERRE PeP oP q => k, xt xk, 
转 癌 步骤 工 。 在 两 个 相继 的 选 代 周 期 之 间 , 被 记录 的 表面 至 少 有 一 个 是 不 同 的 。 

如 果 vy, 满足 定理 2.28 的 条 件 , 则 CT >C, ER y= v - ttl ES C 生成 一 
个 锐角 。 构 造 类 似 于 (2.10.11) 并 通过 rtt H v- LY, LOA ESAI" F y", 3 y" 
= v, 时 , y "是 一 个 a" 的 一 个 最 商 顶 点 或 楼 点 。 当 y" = v, 时 , y* 通常 是 一 个 (n -1) 维 楼 
点 , 即 [55 正方 向 交 表面 P, +y", 显然 , 表面 P, 不 同 于 五 P, 中 的 任何 一 个 。 记 录 
P,, 1= k, xt Xo PEES 工 并 进 和 人 下 一 个 周期 的 选 代 。 两 各 相继 的 迁 代 周期 之 间 ， 
被 记录 的 表面 还 是 至 少 有 一 个 不 同 。 

等 高 面 算法 的 收 和 伍 性 是 明显 的 。 问 题 (2,10,1) 的 有 界 或 无 界 解 均 可 在 有 限 次 选 代 内 获 
得 。 一 个 迭代 周期 最 多 由 n KERHA. (EE, 每 个 迭代 周期 要 求 的 迭代 次 数 不 一 定 相 
El.) 

为 了 逐次 求解 (2.10.10), 从 而 确定 梯度 d, 采 用 正定 对 称 分 解 (LDLT 分 解 ) 需 要 O (nk) 


次 算术 运算 。 为 了 找 出 L “正方 向 与 30" 的 交点 ,需要 O (mn) 次 运算 。 通 常 m > 之 k, ; 因 


此 ,一 次 进 代 需要 O( mm) 次 运算 ,一 个 选 代 周 期 最 多 需要 Q mn?) 次 运算 。 
现在 来 考察 算法 中 的 和 82。 当 如 =1 且 9,=0 时 ,目标 点 沿 不 同 维 数 的 楼 的 梯度 方 
向 单调 上 升 ,通常 是 分 周期 依次 沿 着 (n 一 7 ) 维 , (n 一 + 一 1) 维 ,…,1 维 棱 单调 上 升 到 最 高 顶 
点 ,其 中 第 一 周期 x =1, 以 后 的 周期 n >>r>>1。 这 本 质 上 就 是 单纯 形 法 ,因为 目标 始终 在 边界 
30" 上 单调 上 看 。 但 它 与 典型 的 单纯 法 或 改进 单纯 形 法 又 有 区 别 。 由 2.7 节 知 道 , 典型 的 单 
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纯 形 法 始终 是 由 一 个 顶点 沿 着 楼 线 (1 维 楼) 单调 上 升 到 一 个 相 邻 顶点 。 因 此 8,=1 且 8;=0 
的 等 高 面 法 可 称 之 为 拟 单 纯 形 法 。 由 于 单纯 形 法 与 拟 单 纯 形 法 都 是 使 目标 点 在 边界 30” 上 
移动 ,所 以 它们 都 不 可 避免 地 可 能 因 舍 人 误差 积 累 的 影响 而 使 计算 出 来 的 目标 点 跑 出 0" 之 
外 ,产生 危险 的 后 果 。 

dAl 或 六 天 0 的 等 高 面 法 是 内 点 法 。 目 标点 始终 在 Q" 内 部 语 折线 移动 , 又 由 于 求 梯 
E d, 的 线性 方程 组 (2.10.10) 的 系数 矩阵 是 对 称 正定 的 ,数值 稳定 性 好 ,所 以 内 点 等 高 面 法 是 
一 个 可 能 取代 单纯 形 法 的 好 算法 。 当 0<oi<1l1 且 =0 时 ,等 高 面 法 仍然 使 目标 点 在 n” 内 
部 沿 着 一 条 折线 单调 上 升 ,还 省 去 投影 射线 的 计算 工作 量 。 


高 面 算法 的 理论 基础 是 下 述 四 条 定理 。 
定理 2.26 令 y 满 足 (2.10.7) 的 棱 点 且 r <n, WE 
C = s Tis ER! ; = 1，…，r， (2.10.16) 
j=] : 
则 由 (2.10.9) 和 (2.10.10) 定 义 的 梯度 d, 不 等 于 零 ,并 且 线 y+ td,(t ER!') 位 于 楼 (2.10.8)。 
还 有 
CTa >0, 


d, ERE, 中 与 C 生成 最 小 锐角 的 向 量 。 
证 明 ， 在 定理 的 假设 条 件 (2.10.16) 下 , 式 (2.10.9) 惟 一 确定 d, =0, 并 且 
y+ id, CE; V:€R!. 
因为 (2.10.10) 的 解 是 


a =B] g”, (2.10.17) 
其 中 
al A, Aí l; A, Aí A, A; C 
of ,B,=| : : |=]: (AtA), g(r)= 
a, AAT ° AAL A; A, C 
(2.10.18) 


(2.10.18) 中 和 矩阵 B, 显然 是 对 称 正 定 的 。 由 (2.10.9) 及 (2.10.17),(2.10.18) 知 
C'd_ = CiC- gg" IB- lg". 


矩阵 
A, 
B gt : 
à = (Ape ATC) 
g= cte Ar F 
cT 


因 (2.10.16) 而 对 称 正 定 ,其 道 惩 阵 
B7 'g (B7 goy 5 B- lie‘" 
CTa, C'd, 


Cd, CId 


F l 


gt T CTC 
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也 对 称 正 定 。 于 是 最 后 一 个 对 角 线 元 素 的 倒数 大 于 零 , 即 


C'd, >0. 
如 果 将 坐标 原点 平移 到 y, 则 流 形 
EN QS (2.10.19) 
是 E; 的 (n — r 一 1) 维 子 空间 。 由 (2.10.9), (2.10.8), (2.,10.6) 知 梯度 d, 正 交 于 这 个 子 空 
间 。 
考虑 FE; 中 任意 单位 向 量 d* 。 由 于 d, 正 交 于 子 空间 (2.10.19), 故 有 
`= 4 +, 
其 中 


型 F £ š d 
d EESAN Q, d =pTa y ESL ld, ll. = (qa, 


叉 由 于 CTd =0, 故 
mee aa Cd _ 
cosZ(C, d')= e], ETC aT, 


不 大 于 


o C€! d 
a re 


即 d, 在 E; 中 与 C 生成 最 小 锐角 。 证 毕 。 
定理 2.27 — yE Q” 的 位 于 边界 面 已 的 一 个 表面 点 。 假 定 
Ai#1C YIER! (2.10.20) 
则 由 (2.10.14) 定 义 的 投影 射线 及 位 于 等 高 面 Q5, J 5 Q" 的 交 是 除 端点 外 全 属于 0” 内 部 
的 线段 或 射线 。 

WEBA: 设 x 是 关上 任意 一 点 ,x 天 ? 则 由 (2.10.14) 知 
x—y=Al =A(As - (CTA;/CtC)C), :>0, 
C'(x-—y)=A(CTATI-CTAI)=0. 

于 龙 由 定义 (2.10.6) 立 刻 得 知 Je € Qy。 又 由 假定 条 件 (2.10.20) 得 
A,(x—y)= (A,A; (AC) /CC) 


Ate((AAD(CTC) (AC)) >0, (4 >0) 


A=x>A,y = b,. 
故 A >>0 充分 小 时 ,x 在 0” 内部。 再 由 0” ARRANA” BW FJ T Q= 内 部 。 证 


毕 。 
EH 2.28 令 y 是 满足 (2.10.7) 的 (n -r+) 维 楼 点 。 假 定 


C= 2 MAT, A; € R}, =al, e, r, = r = n, (2.10.21) 
=1 


H Al Ay A 中 至 少 有 一 个 负数 。 则 y 是 c- 方 向 最 高 楼 点 (r < n ) 或 顶点 (>= n) 的 充 要 条 
件 是 4A1,42,…, 4, PREES., 
WEBA: ”首先 由 定理 假定 条 件 (2.10.21) 知 EC Q. 
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考虑 4 了 ，4 了 ,…, AT 在 Q; 上 的 投影 向 量 
aa 
L = A; cTC C, j=1,2, ta F; 1=r=n. 


r 个 投影 向 量 I ,I …, 五 是 线性 相关 的 , EX (2.10.21) 84 & 


San = [i-[crS'aAT)/crc)c = o. (2.10.22) 
j=1 x j=l i 
不 失 一 般 性 , 设 定 41<0。 于 是 (2.10.22) 被 改写 成 
I; — S 3 är (2.10.23) 
im2 1 ° 


(2.10.23) 右 端的 向 量 是 线性 独立 的 ,事实 上 , 若 有 实数 ez,…,av 使 
Sia =0, Í Sla #0), 
j=2 i j=2 

则 由 (2.10.21) 有 


i= i t 


即 4 了 , 4 了 ,…, 4 了 线性 相关 。 这 与 楼 点 的 定义 (2.10.7) 矛 盾 。 
令 1=x - y 为 超 平面 Q5 内 的 任意 向 量 。 由 于 工 ,…, 五 是 (na 一 1) 维 超 平面 QS 内 的 - 
1 个 线性 独立 的 向 量 ,因此 存在 实数 pa …, p, 使 得 


F r CiAT r 
T T 
i = i À; 一 0, 
DAT Za cTc 2 A; 


I = 5181, T a (2.10.24) 
其 中 +1， jete Er C Q 中 的 线性 独立 向 量 。 容易 验证 ， x HN 
LI>0, j=1,2,.…,7, (2.10.25) 


时 ,向量 了 位 于 Pi , Pi ,…, Pi 之 内 。 事 实 上 , 由 了 和 I 的 定义 知 条 件 (2.10.25) 等 价 于 
II =A, (x _y)= Ax = b, >0, Pl F. 


将 (2.10,24) 代 入 (2.10.25) 并 注意 到 E EXFL, iuo hot 


Gp>0, (2.10.26) 
其 中 
G= (Ë, i j=2, 1 r, P= (Bas B, 
和 
93122 > 0， | (2.10.27) 
利用 r, 的 表示 式 (2.10.23), 可 以 把 (2.10.27) 改 写成 
-ATIGP>0 (2.10.28) 
其 中 


- [2 和 | 
H= An Er 


如 果 (2.10.21) 中 ,42,…,A 没有 正 数 , 则 p =0Ë(2.10.26)5 (2.10.20 EHF A, 这 
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就 证 明了 定理 的 充分 条 件 。 
如 果 (2.10.21) 中 至 少 有 一 个 正 系数 , 比方 说 4，>0, 则 的 第 一 个 分 量 小 于 O, A,/A < 
0。 由 于 五,…, 五 线性 独立 , 故 (2.10.26) 的 系数 抢 阵 G 非 奇 异 。 于 是 存在 惟一 的 使 
(2.10.26) 成 立 , 即 
GB=(T, e, =, &) >0. 
S e 充分 小 而 了 充分 大 。 则 由 于 A./A (<0 得 


ÀJ x 4; 
;= G 一 一 二 上 一 一 > 0, 
HGP F e2 


即 (2.10.28) 也 成 立 。 这 就 证 明了 定理 的 必要 条 件 。 证 毕 。 
定理 2.29 $ d, H (2.10.9)F (2.10.10) E XH (2.10.8) RE, 1 rSn, xk HA" 
的 一 个 内 点 。 从 形成 楼 (2.， 10.8) 的 超 平面 Pi» Pi» Dar P, 中 去 掉 一 个 超 平面 局, ， 余下 的 超 
平面 形成 (n - r + 1)5F8 
Er l= x€ R'|A,(x - y) =0, j=1, i- 1, i+1, e, I&S r&n, 1;=<r| 
(2.10.29) 
(2.10.29) 的 梯度 用 dr -1 表示 。 仿 L EEMO. 10.11) 的 d,-1- 线 。 AL EDAS P, 
相交 的 充分 必要 条 件 是 (2.10.9) 中 a; <0 
证 明 : 按 和 定理 的 条 件 ,楼 (2.10.29) 的 梯度 
d,-, = C -— 2, BAL = 2 BA. (2.10.30) 
其 中 系数 Pis nera Pi-1s Pitio aaar B, H 


i—i r 
Ard, -1 = A: C ss S PAA] — > BAAT = Ü, g = l, '... l, 1 + l, .... r 
š Š j=l ' f jsit 7 


(2.10.31) 
确定 。 类 似 于 定理 2.26 的 证 明 ,(2.10.31) 有 惟一 解 
pe? =B]! gP, 
其 中 
B, A; A, C 
s |ñ A A; C 
pen = i B= | (ATA. A, A) g" 1= "g: 
B, Ar AC 
假设 L CERES P, 相交 。 由 P,, es Pio Pi o eo P,, Pi 组 成 的 (n - >) 维 梭 有 梯度 


i=—l F 
x „T! +». T 
c = t 2;B, A, — BIA, - BAL, 
į= J j= i+ f 
其 中 系数 
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- _ B —1) cT 22 _ {r-i} 
EE L 15 i DN rl (2.10.32) 


= 
AAA; a; B; or AAí-0a7-iB72 a, 1 AA] -a -1 有 1Gr-1 
a= (AAT AA. AAT." AAT). 


及 的 分 母 大 于 零 ， 
AA1—-a1. -ie _ | 2>0. 


由 于 L ENH P, 相交 ,有 
点 加 1<0 (2.10.33) 
(2.10.33) 和 (2.10.30) 导 致 8 的 分 于 小 于 零 ， 
cCcTAaT-aGar_pU D <0. 
因此 p<0。 
# P= P, , HJ d; =d,, H a, = p, EP (2.10.9)P <, <0 Bf, r: 正方 向 才 与 Pi 相交 。 


另 一 方面 , 若 (2.10.9) 中 m<0, 则 在 (2.10.32) 中 置 4,= A,, 即 知 L EJ HS P, 相交 。 证 
毕 。 
最 后 来 确定 初始 内 点 x', 同 时 也 解决 (2.10.1) 约 束 的 相 和 容 性 问题 , 即 求解 线性 不 等 式 组 
帮工 三 而 (2.10.34) 
EP A em x n Æ, x€ R", b€ R”, 
引进 一 个 变量 ,就 可 以 将 (2.10.34) 转 换 为 本 节 线 性 规划 的 标准 形式 。 事 实 上 , 令 天 为 
R" 中 的 任意 一 点 , 则 问题 
(2.10.35) 
s.t. Ax+(b-— Ax" + Ae, )ëé =b, E20 
显然 是 R"*! 中 的 标准 线性 规划 ,其 中 变量 是 (n +1) 维 向 量 (ziy, rz, …， da E) ,而 
e = (1,1, = ,1) ， 


À = max| 0, mar ( Drapa) - bu) ) + 0a, d, > 0. (2.10.36) 


若 (2.10.34) 有 解 x°, M (x'T, 07 显然 是 (2.10.35) 的 解 。 反 之 , 若 (2.10.3S$) 有 解 (x" ， 
07, U x? 是 (2.10.34) 的 解 。 如 果 (2.10.,35) 有 人 和解 (x””，é#0) ，5 >0, 则 (2.10.34) 是 不 相 容 
的 。 事 实 上 , (2.10.36) 导 致 
b — Ax" + àen >0, 
由 此 及 与 >0, 知 (2.10.34) 为 不 相 容 系统 。 
易 知 (2.10.35) 的 约束 形成 R"'!: 中 的 凸 多 面体 0"””, 且 由 (2.10.36) 知 
x x 
PRH 
为 Q 1 的 一 个 严格 内 点 ,因此 可 用 等 高 面 法 求解 (2.10.35)。 
另 一 个 确定 初始 内 点 x' 的 办 法 是 逐次 应 用 等 高 面 法 求解 (2.10.34)。 


首先 , (2.10.34) 的 第 一 个 不 等 式 
.Wh n=, A =0, 
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有 无 数 个 内 点 , 令 !x 为 其 中 一 个 。 现 在 假定 已 找到 (2.10.34) 的 前 上 个 不 等 式 围 成 的 多 面体 
R 的 一 个 内 点 (x, 试 求解 下 述 线性 规划 问题 .， 
max z = Ak+1Xx, (2.10.37) 
s.t. Ax 2b A;x22b;, `, Ax hb. 
如 果 max 4 ix > brei M(2.10.34) WIAT k t1 TA S8584838, P| Pl k 9) o 的 一 个 内 点 ;如 
果 max Ar. 1x< by. WE p + 1 个 不 等 式 与 前 有 个 不 等 式 不 相 容 ;如 果 max Ar. x= bian 
则 第 上 + 1 个 不 等 式 实际 上 只 可 能 有 等 式 成 立 , (2.10.34) 是 退化 的 。 这 样 , 最 多 求解 m -1 
次 线性 规划 问题 (2.10.37), 就 可 以 找到 2” 的 一 个 内 点 或 断言 (2.10.34) 不 相 容 或 退化 。 
有 了 0* 的 内 点 tx, 就 可 以 用 等 高 面 法 求解 (2.10.37)。 


J # 


1. 设 B = (PPa P. ), B; rg: (P, P, P, ) 是 线性 规划 问题 的 任意 两 个 基 。 证 明 存 在 11,2， -E= a HE | 的 一 
个 排列 iir in WAPDHEEI0 k SkSm), (P, =P, P.P, U “P, ) 是 线性 规划 问题 的 一 个 基 。 

2. 在 单纯 形 计算 程序 中 , 若 在 某 一 步 , z, 被 取 作 了 旋 入 变量 ,证 明 在 此 后 的 旋转 变换 过 程 中 , z, BAE 
Fi., 

3. 在 单纯 形 计 算 程 序 中 ,证 明 以 j 列 为 旋转 列 的 次 数 最 多 为 2" EPA n 是 变 其 的 数目 )。 


4. 设 x= (zr1,…, zr,)' 是 任意 的 一 个 基本 解 ,证 明 . 


Ir, lm! a™ lB. 
其 中 的 
a= max | lay ji=1, mi j=1, mah, 
B= max! | b, 1 =1，…， m | 
5. 设 x' 是 字面 体 
|x|Ax= b, xZ0| 
WE R — FN sa. MuEBH 4 EE WE Bt 
C= ler Cn) 


使 得 x " 是 线性 规划 问题 max| Cx | Ax = 56，x 衬 0 的 惟一 的 最 优 解 。 
6. 将 单纯 形 算 法 中 的 旋转 列 ; 和 > 旋转 行 的 选取 规则 改 成 如 下 形式 


ba, = min{ bo l1&j&n} <0, 


p= min | b 


bis 


ISis m, bs >0)}, 
r=min| i | tog, bs>0 
然后 ,计算 下 述 线 性 规划 问题 
maxzo=3+ 二 xz1-20zz+ r. - Za, 
满足 条 件 


+= S => - T3 + 9x,=0, 
l 


Fr,- 1222- Trst 3z <0, 


2 
r, 1, 
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Zir Ži TH 2 420. 
求 进行 6 KERTENA EE ( PPE sp E e YF 36 aE Hk), 
7. W x¥ 是 任 给 的 一 个 允许 解 , 记 
P= !;|z?>01. 
如 何 从 x? 出 发 , 求 得 这 样 一 个 基本 人 允许 解 x" ,使 得 Cx "三 Cr 和 C J$, rh 
J'=ljl|xz; >01. 
8.3KuE: q n= m+1 时 ,最 多 有 两 个 蕉 本 允许 解 。 
9. 考 虚 分 式 规划 问题 


max ty” FR 
满足 条 件 

Ax= b, x>=0, 
其 中 的 4 三 0，dan>0。 求 证 : 若 问 题 有 最 优 解 , 则 必 有 基本 的 最 优 解 。 


10. 特 下 述 问题 
min > | - Dy ag 


化 为 等 价 的 线性 规划 问题 。 
11. 将 下 述 问题 
min X | x; l, 
满足 条 件 T 
s bis í = 1,2, e,m 
化 为 等 价 的 线性 规划 问题 。 ü 


12. 利 用 字典 序 单纯 形 算法 ,计算 线性 规划 问题 ， 


Tr 
max z = > 10" ji， 
jel 


满足 条 件 
29) 0 Tir + z, + ma = 1001, i = Leen, 
j=l 
=; = Ü, J = lug. 
假如 初始 的 基本 和 多 许 解 取 为 
工 了 | 一 100 71 x,=0, i=1,-", n, 
试用 数学 归纳 法 证 明 ， 


【1i ) 经 过 2" -1 次 旋转 变换 后 , 目标 函数 的 表达 式 变 为 


m= 
xo = 10[ 100"? — S10*i-ir — ro + zp. 
jal 


(1 ) 经 过 2. ! 次 旋转 变换 后 ,目标 函数 的 表达 式 变 为 
ro = 90 x 100""2 + 10| 5 J0"|l-ixz + za — za, ， 

( ji ) 经 过 2 -1 次 旋转 变换 后 ， 目标 函数 的 表达 式 变 为 
xa = 100"! — Sors, 一 Tiy. 


j=l 
13. 用 等 商 面 法 求解 Hilbert W EE RHIA RET E.: 
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Ax = b,a; = 1/(i++j), B, = s n = 40. 
=l] 
该 线性 方程 组 用 摄 动 不 等 式 组 
b—10- (1, 1) TE ArSb+10 (1,.…,1)7 
TS. 
14. 用 等 高 面 法 求解 Klee-Minty 单纯 形 反 例 : 


max To = F i n = 8, 
i= 


s.t.| 25110 4. ] + z; SÇ 10051, i = 1,2,4, m, 


j=l 


z;>0, J=1,2,"' n a8., 
约束 多 面体 的 初始 内 点 可 取 为 x= (0.1, 0.1, …, 0.1)'。 
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3 SEHK 


3.1 线性 整数 规划 基本 概念 和 性 质 


线性 整数 规划 问题 的 标准 形式 为 

$ max zo = Deyey + co (3.1.1) 

满足 条 件 = 
e.g (331152) 
7 20, j=0,1; =, n, (3.153) 
zi 取 整 数值 , j =0,1,*…,n， (3.1.4) 


其 中 的 c, ap, b, 都 是 已 知 的 整数 , co 是 足够 大 的 一 个 正 整数 。 利 用 2.1 中 的 向 量 和 矩阵 的 
符号 , 问题 可 写成 如 下 的 形式 

求 max xo= Cx + co, 
满足 条 件 

Ax=<b, x>0, x 为 整数 向 量 . 

作为 引言 , 先 介绍 一 个 代数 中 的 基本 定理 , 它 与 整数 规划 问题 密切 相关 。 

定理 3.1 假设 A, b 中 的 分 量 都 是 整数 。Ax = b 有 整数 解 x 的 充 要 条 件 是 :对 任意 使 
uA 为 整数 向 量 的 = (al um), 必 使 wb 是 整数 。 

证 明 ; 必 要 性 是 显然 的 。 下 面 证 明 充 分 性 。 设 m< n, H 


Ë, Em 
是 4 的 Smith 标准 型 , 即 有 m x m EREL Anxa 的 整数 从 阵 U,|L|=1U|=1, 使 
得 LAU = 8。 其 中 e, Eme 的 第 i 行 ,si WEER, H e;|e,,|,， i=1,…,m 1。 这 里 的 符号 
alB 表示 能 被 «a 整除 ,a y B 表示 8 不 能 被 a 整除 。 因 为 
|IL|=|U]=1 
工 和 都 是 整数 矩阵 , 故 工 -和 避 一 也 都 是 整数 定 阵 ,上 且 有 关系 
LA =#gU !, A=L !egeU !. 

因此 

Ax =b 有 整数 解 x = 

EU ly=Lb 有 整数 解 x. 
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作 线 性 变换 | 
U lyx=y, 
则 整数 向 量 x 与 整数 向 量 y 之 间 建 立 了 一 一 对 应 。 因 此 
4x= 有 整数 解 x = 


gy 二 Lb 有 整数 解 y. 
设 
L, 
L = IL; |, 
L, 
则 


Ax=b 有 整数 解 x = 
ei| Lib, i=l, m,m. 
现在 ,用 反 证 法 。 假 设 定理 的 条 件 成 立 , 但 是 Ax = 无 整数 解 。 则 存在 某 i, 使 得 
E; Y Lb 
取 u= Le 
则 ub = ÈL 不 是 整数 ,但 是 
uA = LA = sU TU 
是 整数 向 量 , 其 中 U 的 表示 U" 的 第 i 行 。 这 就 是 与 定理 的 假设 棋子 盾 。 证 毕 。 
下 面 介 绍 一 些 常 用 的 符号 。 
[ij 表 示 不 超过 A 的 最 大 整数 。 
[1 表示 不 小 于 a 的 最 小 整数 。 
R"= xlx=(zi…，zr) 所 有 n 取 有 理 数 |. 
Z" 二 |xixER",， 所 有 xz; 取 整 数 |. 
R", =ixz|*€ R", x20}. 
2 = |x| xE Z°, x20}. 
P=jx|x€E R}, Ax=<b|. 
S=|]x|x€ Z, Ax=<b|. 
1 =(1,--,1)7, 
Bn=|y|x€ Zn, x=1!. 
则 线性 整数 规划 问题 也 可 写 为 
max |zojlzo= Cr+co x€ S| 
当 S 会 有 无 窃 儿 个 点 时 ,定义 S 的 凸 包 如 下 : 
(S) = {x Ix = Suey)y, 2 (y) = 1, a(y) > 0, YC S, | Y | AR)? : 
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通常 称 其 为 整 点 上 山 包 。 
定理 3.2 3 S 含有 无 穷 多 个 点 时 , 存在 有 限 个 非 负 的 整数 向 量 
T E EE 
满足 
Az Sb, i=1,.…,h, 
Ay 0, j=1,.,t, 
使 得 


(S)t= {xix = Djaz! + D By, Dyas = 1, 所 有 的 as, B 2: 01 
证 明 : 设 无 界 多 面体 P 的 顶点 集合 为 |x!,…, x"|, 极 射 问 集 合 为 | y!, …, y'|。 因 为 极 射 
向 的 任何 正 数 倍 仍 是 极 射 向 , 故 不 妨 设 所 有 的 y 都 是 非 负 整数 向 量 。 根 据 允 许 解 的 一 般 表示 
定理 2.10, 可 得 
m Da + Dy yy, Dn = 1, 所 有 的 Av, jp > 0) 
让 
Q = Ë |x € Z, x = Sak + sn. Pa = 1, à, Z: 0, (1 < k < r), 
kaj j=l k=1 


O<; <1, (<; <), 
则 Q 是 S 的 一 个 有 限 的 子 集 。 设 


则 对 任意 的 xE SCP, 必 可 表示 为 
x = Da + 2 iy 
=: 2, A T 2 Cp -Lp l) y + > Le; ly 


= z' + r. 
j=l 
其 中 的 z' 为 Q@ 中 的 某 个 向 量 。 因 此 就 可 推 得 
(5) = [x | y = Daz + S gy, D'a; = 1, MAÉ] a;, B; > 0) : 

i=l j=1 i=] 

证 毕 。 
定理 3.2 说 明 ,即使 S 含有 无 穷 当 个 点 ,(S)* 也 是 一 个 凸 过 面体 ,因此 , 它 也 可 以 被 定义 
成 不 等 式 组 的 形式 ， 
(S)*=]r|Ax=<b, r&r i=l, |, S, x20}. 

因为 SC(S)*,(S)* 的 顶点 必定 属于 S, MEH RU [R] EN a D. n] # AE], ak 

max jzrolzo= Cx +c, z€ (S)*| 


= max Íz |z = Cx +c, z€ Sl. 
假如 能 写 出 所 有 的 条 件 : 


trr i=l, s, 
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那么 ,整数 规划 问题 就 完全 化 为 等 价 的 线性 规划 问题 。 因 此 , maT Ars 导出 条 件 x'x 
<=, 就 是 线性 整数 规划 中 所 研究 的 一 个 基本 问题 。 

一 个 不 等 式 xx 三 xo{ 或 者 简单 地 说 向 量 (x, m) ER"), EE 

LE(S)’ mfp 
则 称 其 为 (S)* 的 一 个 分 离 。 若 (x, noelia, H 
F=|x|x€(S), zx= z,|= 9, 
则 称 F{ 或 者 简单 地 说 (x, ro)) 是 (S 六 的 一 个 面 。 

H xl, e,t ER", 车 使 (x? 一 x1),…, (x* 一 x!) 线 性 无 关 , 则 称 xl... t 仿 射 无 关 。 
一 个 儿 面 体 品 ,车 D 中 最 大 仿 射 无 关 向 量 组 的 元 素 个 数 为 上 + 1, 则 称 包 面体 D 的 维 数 为 &, 记 
作 dim(D) = k, 33 Bh, 当 dim(D) = n 时 , 称 D 是 满 维 的 。 若 下 是 (S)* 的 一 个 面 , 且 
dim(F)=dim(S)A-1,BIJ#R F(R (r, xo0)) 为 (S)* 的 一 个 边界 面 。 

下 面 介 绍 几 种 导出 (S) 的 分 离 和 面 的 方法 。 

(1) 同 余 方法 。 设 


Š= {xlx€ Zi, > am = ao}, 
H d 是 任意 给 定 的 正 整数 。 考 虑 


= Íz | x € Z, Dor; - hd = ao, k € Z'). 


因为 可 取 为 0, 所 以 SSS R 
=b tad, Ob<d, aEZ, j= en, 
则 


i 


Š, = [x |x € Z", Whr= bot xd, y € Z'}. 
j=l 
因 为 


Sbr 20,0=< b < d, y€ Zl, 


j=l 


故 对 任意 的 x€ S,, PTE y 宇 0。 因 此 
x € Š S Š, Db bo 
即 (51,…, bn 50) 是 (5 的 一 个 分 离 。 
特别 地 , 当 ao 不 是 整数 时 ,可取 q = 1, 这 时 , 6b;= a — La; J, 上述 条 件 可 写 为 
Sla =La; ])>; = ao —Laol * 
通常 称 这 类 分 离 为 分 数 割 平面 。 
(2) 合并 方法 。 若 zl = (xl... zl), m2= (zl, m), mlx=<m0 是 S,C R", 的 一 个 分 
BL mx xu E S,C R". 的 一 个 分 离 , 则 显然 


对 
> 1 min( xj, mi); < maxri, mü) 
j=l 


是 S, US; 的 一 个 分 高 。 设 
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S = [x | x € Ki, zo = ag- Yati tE Zi 
;=1 
Š, = [x ! x€ Š, zr [Lagj| 


= [x Ix € R}, | 
j=1 
EE Ds ns 
= |x |x € R}, [a] anh < 1), 
S,= |x | x€ S, To —>Lao] + i} 


= Ixix € R", Slam, Z ay La] - 1) 
j=l 
u O s E 
= [x ! x € R3, ep 1| 
显然 ,S= SIU S,。 让 


P: (到 十 一 Pe | 
mm g-an Lag] +i- an] 
则 不 等 式 
M 
Dr -1 
便 是 S 的 一 个 分 离 。 
(3) 取 整 方法 。 设 A =(P], 了,), 则 集合 
S=|xlAx&b, x€ Z* | 
可 写 为 
E ye zl 
ra 
对 任意 的 u= (uj, tum) 宇 0, 若 xE5, 则 有 


(Ci) > (up;) z; = ub. = 
(ii) 2o Lup; Jz; < ub = 


(ii) Du up la; [ub] => 
利用 不 同 的 wu 实 0, 可 以 生成 不 同 的 分 离 ( 首 )。 不 但 如 此 ,利用 已 经 生成 的 分 离 , 还 可 以 用 同样 
的 方式 ,再 反复 产生 新 的 分 离 。 这 是 一 种 生成 (S)* 的 分 离 的 基本 过 程 。 几 是 能 通过 这 样 的 计 
程 来 生成 的 分 离 , 称 为 基本 分 离 。 

两 个 分 离 : 

NAEL no; X XEA o, 

E =< m T m Sma MEDB, m )38 F 3FBR(m ', ro) 

特别 地 , 假如 所 选取 的 ú 满足 : 

ub —Lub ]2>0, upi =lLupi l, u220, (j=1, =, n), 

则 称 分 离 
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5 upr; Slub | 
j=l 


为 (4S) 的 基本 割 平 面 。 它 的 作用 是 能 使 割 去 P 中 的 一 部 分 不 属于 S 的 点 。 

设 
P=lx|x€ R", Ax&b, x<1!, 

Ss=PNMB". 
定理 3.3 若 wx 三 ro 是 (5^*) 的 一 个 各 系数 的 基本 分 离 , 但 不 是 (S*) 的 面 , WI 
nr 二 xo—1 

是 (5)* 的 一 个 基本 分 离 或 弱 于 (S)* 的 某 个 基本 分 离 。 

证 明 : 设 N= ll, nl, N°, N) 是 NN 的 任意 两 个 不 相交 的 子 集 (可 以 是 空 集 )。 下 面 ， 
将 证 明 不 等 式 

Dn 站 


¿es jEN! 

都 是 ( 引 )* 的 基本 分 离 。 当 NO = N!=#$ 时 , 便 是 定理 所 需要 的 结果 。 为 此 ,下 边 将 证 明 

Ci) 当 |N?UN!| =n 时 命题 成 立 。 

(ü) 当 N°=N0YUIz#1, N= Ñ! 和 N?= N°, N! = Ñ1U 1k1 时 ,命题 假如 都 成 立 , 则 能 
导出 Ni= N, N!= N! 时 命题 也 成 立 。 

对 数值 | NP U N1 | 进行 数学 归纳 ,利用 ( i) 和 {上 i), 就 可 推出 NO = N= 上 时 命题 成 立 。 

先 证 明 ( ji )。 设 (5)* 有 基本 分 离 : 

>> + 22 (zi = ml 


je N! 


Y mir; 一 Da 2, (=; = 1) + (z, — 1) = m. - 1. 
JEN 


jeN! 


PEPE 
nu = 2 t XG D - y < mo 1. 


jEN 


因为 上 式 右边 是 整数 , HAE x, Ae SB EW. 故 两 边 取 整 后 ,就 可 得 到 基本 分 高 
S mix; 一 È =; + Y (z; -1)= x —- 1. 


JEN ¿je RŠ j€ R! 
(i) 得 证 。 
下 面 证 明 ( i )。 设 MX 和 Ni 是 的 任意 两 个 不 相交 的 子 集 , 且 使 WUN' =N。 和 定义 
关联 向 量 x€ p" 如 下 
0 
T; — 
l, j€N!, 
这 时 , 有 两 种 情形 :a)xES。 因 此 ,根据 定理 的 假设 ,有 
m; < mo. 


JEN! 


b) x&S, AE, 必 存 在 某 个 指标 i, 使 得 
Sla; > b;, 


j 
JEN 
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情形 a) 设 
w=maxllx||ljE NI, 


用 汪 一 乘 | mx 区 xj 的 两 边 ,对 所 有 的 jE N', 用 一 冬 1x, 二 1| 的 两 边 ,然后 ,将 这 些 不 等 式 
相 加 , 可 得 


I e + Dyra + Pore Ai < zo +i N! I= ro sns 
m i€N je Nl O En! jen! 
Bet Ds D-DD) ， 
jem jen’ i je N! 
定义 
1, x>0 
l N° | 
1 N 相反 (j € N°) 
ww 


因为 w 三 1 zm; |，》) ri 之 ma 则 两 边 取 整 后 可 得 


¿€ N! 
+ 2 G = 1) < mo — Öp» 
因此 ,不 等 式 
人 + + sD- has rn 一 1 
足 ( 邓 )s 的 一 个 基本 分 高 (或 者 明寺 某 个 基本 分 离 )_， 


情形 b) 设 
Saj > b, w = max]la;|; € N| 


;€ N! 
H RRR 
Da Sb; 
JEN 
的 两 边 ;对 所 有 的 j € N!, 用 二 (w - as) |z K1, 然后 ,将 这 些 不 等 式 和 


NXE mo 
相 加 后 可 得 
2:22 T 2 =; + 1 22 zj + E Dazz; < mo 十 | N! ai u. mp ° 
;€ N P. @ jEN e eN 
即 
Bt Ds D+ Dani < Sl E a-a). 
IS N jEN je N! 
定义 
s= <O GEN 
' lo, 相反 i 
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- -bj 
dp = :EN = 1. 


ty 


因为 w 宇 |ai|， pI > b;, 则 两 边 取 整 后 可 得 


jem 
DT ka 2, (z, =j 2, ÒT = ro o, 


jEN jEN 
因此 ,不 等 式 
人 十 2“ . 2, = xo 1 
是 (S)2 的 一 个 基本 分 离 ( 或 者 弱 于 某 个 基本 分 离 )。 证 毕 。 
定理 3.4 # mx x 是 (5) 的 一 个 整 系 数 的 分 离 ,S 关 #, 则 xx 之 ro 是 (5) "的 基本 分 离 
(或 者 弱 于 (S)* 的 某 个 基本 分 离 )。 
证 明 ; 设 
no =maxlzx|x€ Pi. 


对 偶 线 性 规划 
min { ub + "Uj + vj = Tj, j = 1,"", n, u = 0, v >) 
j=l 
的 最 优 解 为 u) = (u°, v), EX x 是 整数 ,所 以 
Lu? p; + vi Jrj, jJ=1,-", n, 


| ep + Sot] =La]. 


j=l 


PECO HEENA 
> taop + u; ]z; < B + x! v; | 3 


Elro Sro 则 不 等 式 
S rt; = NE 十 TEF = | ua 十 Dat] = mo 
是 (5S)* 的 一 个 基本 分 离 { 或 者 弱 于 某 个 基本 分 离 )。 车 
m < zg d 

则 重复 应 用 定理 3.3, 只 要 应 用 (Lx0 J- ro) 次 后 ,定理 即 可 得 证 。 证 毕 。 

定理 3.4 从 理论 上 说 明 , (5S)* 的 任何 边界 面 都 是 基本 分 离 。 

下 面 ,介绍 构成 (S)* 的 分 离 的 一 般 方法 。 

函数 f: R" 一 R', 若 满足 下 述 条 件 ( AC i ), 则 称 是 超 加 函数 : 

(i) fF(0)=0; 

(ji) Fidi) + f(a,)< f(d + dy), 对 任意 的 dis d E R”. 

Tri f: R"— R, 37898 E. 3 fF 

f(d SFC da), WEB diS d € R", 

则 称 了 是非 降 函 数 。 

对 任意 给 定 的 u l€ R” ,函数 FLd)=Ladj 便 是 一 个 非 降 的 超 加 函数 。 
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定理 3.5 D A=(p,", p ESH] m x n HARRER, b € R”, W 
S=Z%* N|x  Ax&bt, 
则 对 任意 非 降 的 超 加 函数 f: R” =R! 不等式 


SSCP) < f(b) (3.1.5) 


是 ( 5S)* 的 一 个 分 离 。 
证 明 : 首 先 , 对 任意 的 非 负 整数 zj, 有 
f(p;)=z;S- f(pzz;). 
事实 上 , 当 ri=0 或 工时 ,关系 显然 成 立 。 当 xi = k2Z22 时 ,根据 了 的 超 加 性 ,有 关系 
HERET = f(p;) + f(p;) +(k —2)f(p;) 
s< f(2p,)+ (k —2)f(p;) 


SS pa) 
再 根据 广 的 超 吉 性 和 非 降 性 ,对 任意 的 xES, 有 


2 f(p;)z; < 22 Sp) 
= f(pizi) + f(psza) + 22 (PH 


=< f(pizi t para) + 2; SCP) 


< | 22 Pi 
= f(Ax) 
< f(b), 
故 (3.1.5) 是 (S)* 的 一 个 分 离 。 证 毕 。 
从 上 述 定 理 的 证 明 中 可 以 看 出 ,假如 
P=|xER |Axr=b|, 
S=Z"[) P. 
那么 , 只 要 厂 是 超 加 函数 ,不等式 (3.1.5) 便 是 (S) 的 一 个 分 离 。 
定理 3.6 i h: Rê R! 是 一 个 非 降 的 超 加 函数 ,了 :Rm" 一 R' 是 超 加 函数 (i = 1,…, 上 )， 
由 
(WAEA hlon f, ) E EB PUES $X , 
(DÆ f, 是 非 降 的 超 加 函数 , 则 复合 函数 hfe 所 ) 也 是 非 降 的 趣 胃 函数 。 
证 明 : 由 广 的 超 加 性 和 六 的 非 降 性 ,可 得 
h(fi(di +da),  , faldi t d.))=h(f,(d,i)+ filda), , feldi) + fel da)). 
EH h 的 起 加 性 , 可 得 
h(fi(d) + filda), t, faldi) + f,(d;,))=Z h(fi(di),-, fld)) +h (fi (d,), °, 
f. d;)) 
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(a) 得 证 。 

根据 (a), TAHASAN hfi» …, 凡是 超 加 函数 。 由 T: Mh 的 非 降 性 , 对 任意 的 非 负 向 
量 a,, 可 得 

h(fildi + da), -faldi +d.o))=h(/f (di), --, faf di)) + h( filda), falda) ) 

=h (filda, 
BRUS …, DE 3EBE00 38 DER EK. (OHE, EP, 

定理 3.7 设 f,g: R"— R1 是 超 加 函数 , 则 下 述 各 函数 也 都 是 超 加 函数 

(1) Af( 对 任意 的 非 负 实 数 4); 


(2) Lf]; 
(3) f+g; 
(4) min( f. g). 
WEBA: 
(1) 因为 
fedi + dz) = f(d,)+ f(d), B AZ0, t 
Afldi+d;)=A/(d)i Afd )z; 
(2) 因为 
fidit d,)= f(d )+ f(d.), W 
Lf(di+d,)]J=Lf(di)+ f(d,)]2:U f(d,)1+Uf(d;,) l; 
(3) 因为 


fedi+d.)= fl(di)+ f(d,), g(di + d,)=g(di) + g(d;), 所 以 
f(di+d;)+ g(d i +a,)=[f(di) +g(d,i)]+[/(d,)+ g(d.)]; 
(4) 因为 
min( f(d, + d2), g(d, + d,))Z=min( f(d,) + f(d), g(d,) + g(d,)) 
=min( f(di), g(d,i)) + min(f(d2), g(d2)). 


证 毕 。 
定义 函数 类 大 :RiI-=RI(0 和 ce<1l) 如 下 
Ld |， d -Ld la, 
d == 
J lo d-ldj>a. 
IP. 


(d)°` =max(0, d), d E R!, WI] 
fld)=ld]+7 (d -Ld]-a)*. 
定理 3.8 对 任意 的 a (0sSa <1), 函数 /, AEE RERI E DRR. 
证 明 :因为 /, 是 分 段 线性 函数 , 且 各 点 导数 为 一 一 或 0, 故 f, 是 非 降 的 。 对 任意 的 di, 


l-a 
d € R', iË r= di- ldd, r; = d- Lda]. 
情形 1 #r ritr,<1, 0 


faldi) + falda) =Ldi jt 7 (ro) Lda] +H (r = ay 
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Slditdzlt y lri + ro-a)" 
= £.(d + d3). 
情形 2 Eritre, E ri 和 r 中 至 少 有 一 个 数 不 大 于 wa。 例如 设 r.=<a, W 


faldi) + f.(a)=la Jr (ri -a)* +La,]<la,J+1d;J+1 


=[d, + d, == f. (di T da). 
情形 3 # r ( + r;=1, H ri2>a,r22>a, I 


faldi) + f.(a)=la, |+; lri- a) +Ldil+ y (rama) 


<ldij+Ldz)+1+7 —(ri+rz-1-a) 
= f,(d i+ d,). 
因此 , f. 是 超 加 函数 。 证 毕 。 
根据 定理 3.6 和 3.8, 可 知 对 任意 的 & 和 ax ER3，0<e<1 函数 ; 
f.(Lud J): R"— R! 
HERE DHP 3. AE, OE RJ TOE S:IE(S)56 6 K E EB) Sr ET Sk an 3P-TEI 
作为 这 一 节 的 结尾 ,介绍 一 种 从 多 面体 的 低 维 面 构成 高 维 面 的 方法 ,通常 称 其 为 升 高 原 
H, 
设 
P=lx]|x€ R, Ax=bi, 
P=lx|x€P, x=<1|, 
S=PñzZ'= Pf) E", 
Si!=5N|Ix|lxEB’, x1=1|, 
Sb=SfífllxÜ|x> € B", r=0}. 
定理 3,9 假设 不 等 式 


Dr < mo (3.1.6) 
是 (SA 的 一 个 分 离 , 设 si 
z = max{ D] x;z; [x€ 81), 
则 对 任意 的 a1 过 x - <, 不 等 式 ~ 


azı + x (3.1.7) 
j=ł 
是 (S)* 的 一 个 分 离 。 进 一 步 , 若 (3.,1.6) 是 (S”)* 的 一 个 PET, Wi 
(xo — z)z, + a (3.1.8) 
j=? 


是 (S)* 的 一 个 上 +1 维 面 。 
证 明 : 对 任意 的 xES, 若 zl=0, 则 zxES ,因此 


下 H" 
aTi + Dr) = CAR < mo . 
j=ł j=? 
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若 zi=1i, 则 zx ES ,因此 


IL i 
aiit Daz at s S< at r< m. 
E J = 


故 (3.1.7) 是 (5)s 的 一 个 分 离 。 进 一 步 ,车 (3.1.6) 是 5° HA k En, MAE k + 1 个 仿 射 
无 关 的 向 量 xi€E SO i=1,…, 此 +1, 使 得 


2 wi = xa i= 1,"-,k +1, 


j=2 
ri = 0, i = 1," , Ë + 1, 
即 
(mo 一 z)ri . > x; = m, i = 1," , k + 1, 
ym 2 
设 
A 
je 
WI 


(ro 一 SF 一 Sira) = ü. 
显然 |z1,…, zt'!，zx "| 仿 射 无 关 , 因 此 (3.1.8) 是 (5)* 的 一 个 上 有 +1 维 面 ,证 毕 。 
E N= {1,2,…,n1，NiCN 是 一 个 给 定 的 子 集 , 使 

> mr; < mo 

jÉ N, 
是 (S)2 的 一 个 分 离 。 Eji a es; HE lkka» …, 上 表示 N M Ni 中 元 素 的 任意 两 个 排列 ， 
设 从 分 离 
开始 , 按 上 述 排列 的 顺序 , 每 次 都 极 大 地 应 用 升 高 定理 3.9( 即 每 次 应 用 时 都 取 al = xo - z), 
设 最 后 得 到 的 分 离 分 别 为 


JEN\N 
21 mp + np EE maa 
jiE NNN, IEN, 
则 有 
定理 3.10 E l; = k;, j = l, aae h 一 l, n = b (s >h), kh = i (r >A), 则 a, Zeka 
a L eí . 
证 明 :因为 
k=l 
a; = mp max | Sa + >) mi] ， 
zg j=l 7 ? tN 
其 中 


Q'=|xE(S) NB" |z, =1, zi =0, j>h!. 
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其 中 
Q= ELD NB” la, =1, z, =0, j>sl. 


而 QiCQ?, 所 以 ai Za”, o 同 理 可 证 a =a; o 证 毕 。 
3.2 AFAk 
如 2.8 节 中 所 述 ,任何 线性 整数 规划 问题 ,都 可 表示 成 如 下 的 参数 形式 


求 maxX Tis (3.2.1) 
满足 条 件 


可 
j= 


d 
Ti = Qj + Da- tj), 
j=l 


(3.2.2) 
4 
Ta = Cab 十 HAE tj), 
所 有 的 变量 ri 20, (3.2.3) 
所 有 的 变量 zx,, 1; PENE. (3.2.4) 
Li 
X= (äg, Tis, Tp), 
Œ; = (aj, al; a); )y=0, 1, "tt ias 
则 问题 可 写成 如 下 的 癌 量 形式 
求 max =o 
满足 条件 
d 
x = Qot 性 (= É; ) 3 
所 有 的 变量 Tiy bj 取 非 负 整 数值 。 
尾 取 一 个 方程 i， 
d 
T; = Gyt >a; (— t; ) (3.2.5) 
j=l 
用 任意 的 h (天 0) 乘 以 式 (3.2.5) 的 两 边 ,得 
d 
hr; = hao + X ha,(— t;). (3.2.6) 
j=l 


将 各 变量 的 系数 分 离 成 整数 部 分 和 小 数 部 分 后 , 可 得 
d 可 
[h] z; + Ds Liha + (h -~| h j) z; + Do Chay -Lha d) t; =| hag] + (heip ~L hag])- 
因为 z ;=:0, t =0, 可 得 
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LA lr: + D lha; e, SL he, j] + (ha; Lhang]? (3.2.7) 


进一步 ,由 于 r; Me; 都 要 求 取 整 数 因此 式 (3.2.7) 的 左边 必须 是 整数 。 又 由 于 
0<ha;o — Lhajo <1, 


故 可 推 得 
Lh jx; + S Lhay Ji <l hagl. (3.2.8) 
另 一 方面 , 车 用 Lh J3EK(3.2. 5) 的 两 边 ， 又 可 得 
LA |z; + $) La Jayi =| h lao. (3.2.9) 
最 后 ,由 式 (3.2， m a 2.8), 可 导 得 关系 式 
$ Uh Jay -Lhe; Di SLh Ja; -Lhal . (3.2.10) 


称 条 件 (3,2.10) 为 R.E. APP 割 平面 。 称 方程 (3.2.5) 为 导出 此 割 平面 的 诱导 方程 , 它 所 
对 应 的 行 i 称 为 诱导 行 。 

对 非 负 整 数 解 来 说 , 割 平面 条 件 (3.2.10) 是 条 件 (3.2.5) 的 推论 。 即 凡是 满足 (3.2.10) 的 
非 负 整数 解 ,自然 也 满足 (3.2.5)。 然 而 满足 (3.2.5) 的 非 负 解 就 不 一 定 能 满足 (3.2.10)。 例 
如 当 oa。>0 且 不 是 整数 时 , (3.2.10) 的 右边 一 般 都 为 正 数 , 则 满足 (3.2,5) 的 非 负 解 ri = ag 
5 =0,j = 1 …,d, 就 不 满足 (3.,2,10)。 割 平面 的 作用 就 是 能 从 定义 域 (3.2.2),(3.2.3) 中 割 
去 一 部 分 非 负 解 ,但 不 割 去 非 负 整数 解 。 根 据 h 的 不 同 取 值 ,下 面 将 导出 各 种 形式 的 割 平 面 。 

在 Gomory 割 平面 (3.2.10) 中 ,让 有 =1, 则 可 得 


a 
2, Cay ~La; J); = 但 说 -Laad ` 


= 
ri= os Lagh j=0,1,"",d, 
上 式 可 写 为 
> ryti = Tig 
引进 非 负 的 松弛 变量 ,得 条 件 
s; = — r.o t Drys s (3.2.11) 


称 (3.2.11) 为 分 数 割 平面 。 方程 (3.2.11) 中 的 各 个 系数 是 方程 (3.2.5) 中 的 各 个 系数 的 小 数 
部 分 。 
因为 


= [Lai Í - Dle Jz; = (- rig t Dr t] = [La J Slay) |- 


FRE ri, t SRE MESURAN, s; 自然 也 取 非 负 整 数值 

称 问题 (3.2.1) 一 (3.2.4) 为 (P)。 称 线性 规划 问题 (3.2.1) 一 (3.2.3) 为 (P)。 称 (EB) 为 
(P) 的 松弛 问题 。 

求解 整数 规划 (P) 的 分 数 割 平面 程序 ， 
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HRL 利用 2.8 节 中 的 字典 序 单纯 形 方 法 ,求解 松弛 问题 (6)。 若 (E) 没 有 最 优 解 , 则 容 
易 证 明 , (P) 也 没有 最 优 解 ,步骤 终止 。 若 (PF) 有 最 优 解 , 设 达 到 最 优 解 的 表达 式 为 
d 
x = n+ Yal- t;) s 
j=1 
即 此 时 有 
a, =0, a; =0, i = 0, Í; pe Fly j=1,",d 
步骤 2 若 所 有 的 a 都 是 整数 , hj pese F. x = a 便 是 (P) 的 最 优 解 。 相 反 , a, 3 
ao 中 的 最 头 上 的 非 整 数 分 量 。 即 
I=minlila, 4836393, ií=0,1,- "nl. 


取 诱 导 方 程 为 
d 
Tri = ay + 2, ay(- t) s 
即 取 诱 导 行 为 /. 
步骤 3 从 诱导 方程 导出 分 数 割 平面 


— ru 一 Dr tj), 


其 中 的 r; =a; Lay l. 
步骤 4 接 字 和 典 序 的 大 小 ,计算 


max | 2 — a; |r; >0, I<;<a)= l, 
f is 
步骤 5 作 和 参数 变换 
L = sh t = , 1; 天 到 了， 
rl 上 四 J? 
É, = r, Fm + r, l > rp ti 
得 新 的 表达 式 
x= Go + 2J6;(—- t), 所 有 的 z t EZL, 
其 中 


g D a, = a; na, 了 天， 


步 又 6 若 5 0, 则 转 到 步骤 2; 相反 , 转 到 步 又 1, 求 改进 后 的 ( 即 加 上 割 平面 条 件 后 的 ) 
线性 规划 松弛 问题 的 最 优 解 。 
根据 割 平面 的 性 质 , EPR 5 中 的 参数 变换 下 , 问题 的 解 集 不 变 。 
定理 3.11 ”对 整数 规划 (P), 分 数 割 平面 程序 必 在 有 限 步 内 终止。 
证 明 ;用 反 证 法 。 假 设 过 程 无 限 。 设 
r sala Un 
是 计算 过 程 中 的 表达 式 序列 。 设 其 中 的 无 限 子 序列 
x = ay + Jal- tih e = 1,2,---, 
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使 et 三 0( 这 样 的 子 序列 必 存 在 。 和 否则 已 发 现 某 个 松弛 问题 (BE) 无 允许 解 ,步骤 已 在 有 限 部 内 
终止 )。 根 据 字典 序 单纯 形 算法 的 性 质 (定理 2.25), 有 ag>at”。 又 因为 其 中 有 无 限 的 子 序 


列 je#| ,使 as 宇 0, 故 必 有 >>0, 下 =1,2,…。 因 此 ,apol 必 为 非 增 数列 , 且 下 界 为 0。 因 此 ， 
必 存 在 整数 no 和 上 大 ,使 得 对 所 有 的 上 ,有 ar 三 mi 而 当 大 三 上 H, at < notl W a no 十 
roč notl, Æ r= 0, WH k= kE, 时 ,就 有 a noo 若 0< ro<l, 则 由 步 邓 2, 第 有 TRE 
式 的 诱导 行 号 必 为 0。 经 步骤 5 中 参数 变换 后 ,有 关系 
te ra = nu 
0s -os 


其 中 ; 的 表示 被 替换 的 参数 是 第 ; 个 参 变 量 。 因 此 , 当 肯 > BF, UA at = mo。 因为 a> 
atl 则 在 k. 步 以 后 , aso} 必 为 非 增 数列 ,同样 ,其 下 界 为 0。 故 必 存 在 整数 n Mko n> 
n k,Zk,, EH kk, 时 ,有 aoni 20, a< n tl Ü a" nitrati # r, 
=0, 则 当 上 三 时 ,就 有 at = n. @#0< r <1,B|24 kI, 时 ,因为 wo 已 保持 整数 no PE, 
由 步骤 2, 第 &, 个 表达 式 的 诱导 号 行 必 为 1。 经 步 双 $ 中 的 参数 变换 后 , 得 
k +1— k — k +1_ k _ ria 

q —agm= np e “aw 3 — E 

这 里 , 仍然 假设 被 替换 的 参数 是 第 * 个 参 变 量 。 由 于 co 已 保持 定 值 , 故 必 有 
ag =0. at >0, a >0, 
因此 ,有 
ai Sald rE nu 
RAER Y 4 £ > k. 时 , 必 有 
aha = Hg at0 ni, 
重复 上 述 论 证 , 考虑 o dp ro METIE: H k ERKI, at 必 保 持 不 变 。 这 就 与 wo ao” 
相 了 矛盾 。 证 毕 。 
[P|] 3.1] 求 min4zr+5y， 


满足 3z +2y27, 
r+ 4y=S5, 
Jr + y, 
x,y 为 非 负 整 数 ， 
写成 参数 形式 为 
求 Max Tp 
满足 条 件 To= -4r4- 5r; t Cp, 
z= -7t 3ra t 2rxs, 
z= -Jt > t4zs, 
t= —2+j3ra T >s, 


zl…z5 为 非 负 整数 ， 
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其 中 的 Co 表示 足够 大 的 正 整数 ,例如 可 取 Co = 100。 
步骤 1 用 字典 序 单纯 形 方 法 ,求解 松弛 的 线性 规划 问题 。 得 表 3.1。 
步骤 2 Hap t EEN, DS S r EE 
112 _ 11 fi 


zo= Co- 10 1071 1022: 
步骤 3 导出 割 平面 
s0= ~ 一 (zx) -让 (zx2). 
步骤 4 K 
1 1 
maxl 1 P 7°% = -H a, 
10 10 
步骤 5 以 so FH r, 得 表 3.2。 
步骤 6 因 已 得 线性 规划 最 优 解 , 故 转 到 步骤 2。 
步骤 2 A uj 不 是 整数 , 选 诱导 方程 为 
zy= 字 + 让 (一 (50) 
步骤 3 导出 割 平面 
s= -T-T(-z)- so). 
步骤 4 R 
E E PS 
max _ 1 _ 4 2 一 可 aa， s=2, 
T 7 
步 台 5 以 s, 替换 s, ,得 表 3.3。 


因 已 获 线性 规划 最 优 解 , 故 转 到 步 双 2。 
因 ww 不 是 整数 , 选 诱导 方程 为 


1 3 了 
zo= Co 12 gtz (C zi)t+ (so). 


a 
10 
a 
10 10 
1 3 
10 10 10 
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3 人 划 平 面 法 71 


步骤 3 导出 割 平面 
= 1 TO zD 4. 52) 
步 又 4 K 
max — r L a, | = a s=] 
Ú 4 


PERS Boso FR xz, 得 表 3.4。 

步骤 6 因 已 获 线 性 规划 最 优 解 , 故 转 到 步 怠 2。 

PR? A a, 已 是 整数 向 最 , 故 步 又 终止 。 整 数 规划 问题 的 最 优 解 为 x = 工 ,=2, y= zr, 
=1, 目标 函数 最 小 值 为 13。 计 算 过 程 如 图 3.1 中 点 四 一 加 一 国 一 由 一 名 一 电 . 

第 一 个 割 平面 为 


$9 = -Š t bartas -ï+ rtz; 20. 
WEEE, a00., 
第 二 个 割 平 面 为 
s5 -+ 了 zi+ 了 so= 一 4+xi+2xzs 疡 0 
加 上 它 后 ,使 点 岂 一 点 加。 
第 三 个 割 平面 为 


3 9 3 
$ 修一 — 4 tatit -9+ 3z, +t 3z; 20. 


MEER, WAO aO. 
对 于 诱导 方程 


d 
x; = apt 2 ay(- tj) a. 
J= 


EE Gomory 制 平面 (3.2.10) 中 ,让 及 = 之 1, 则 可 得 不 等 式 
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= +k. 人 
引进 松弛 变量 s, 后 ,可 得 条 件 
s, = (% |+ Slej- >o. (3.2.12) 


显然 , 当 o 是 非 负 整数 时 , s 也 必 取 非 负 整数 。 称 (3.2.12 ) 为 整数 割 平面 。 
求解 ( 己 ) 的 对 偶 整 数 制 平面 程序 ， 
假设 有 满足 如 下 性 质 ( | ) 和 ( ji ) 的 参数 表达 式 : 
x = m, + >'a;(— t). 
( 1) 整数 性 。 所 有 的 a 都 是 整数 。 
(H) 字典 序 正 。w>0, j=1, =, d. 一般 的 说 可 利用 2.8 节 中 的 M 方法 , 求 上 述 的 初 
始 表达 式 。 
PRI 若 qo 之 0, 则 步 又 终止 ,x= co 便 是 (P) 的 最 优 解 。 相 反 , 设 
[=minlilag<0, 0S%i=nl. 
诱导 方程 为 
Ti = a 十 Zan(— t;). 
步 又 2 若 所 有 的 w 之 0, 则 步 又 终止 , (P) 无 允许 解 。 相 反 , 按 字典 序 的 大 小 , 求 
a,=minla; la; <0, 15<;<al. 
步骤 3 R 
À = max] | ay; ji ay <0, ISjSd]}. 
步骤 4 导出 整数 割 平面 


= lej Dl 
步骤 5 利用 割 平面 条 件 , E# F 
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t, = sp t = t l < j s < d, 


n =- |% |- 2 0) = (= s), 


得 新 的 表达 式 
x = G, 十 D0(-1 j; 
其 中 | 
a, =a, G, = a; + | % fa, js, 
然后 转 到 步骤 1。 


从 a, Ma, 之 间 的 关系 式 可 以 看 出 ,计算 过 程 中 保持 了 表达 式 的 系数 的 整数 性 (主要 因为 
旋转 元 为 | se |= -1)。 

车 oj 全 0, 则 显然 有 a, > a,>0 

车 e; <<0, MH À 和 s 的 取 法 , 可知 

C 

因此 ,计算 过 程 中 也 保持 了 a 的 字典 序 正 的 性 质 。 

H ap £0, HE: 

a= m, + [ ja, <a- a,» 
Rp 
Ca- G >G >0. 

AIE, 计算 过 程 中 也 保持 了 向 量 wu 的 字典 序 单调 下 降 性 。 

定理 3.12 若 问 题 (P) 的 定义 域 非 空 , 则 对 偶 整 数 割 平面 程序 必 在 有 限 步 内 终止 。 

证 明 ; 设 

x = a+ 2, (~ E) keL 
为 计算 过 程 中 的 参数 表达 序列 , 由 性 质 ， 
aa0 t, 
可 知 {aso| 必 为 非 增 的 整数 序列 。 由 (P) 的 定义 域 非 室 , 容易 证 明 , apo 必 有 下 界 。 一 个 有 下 界 
的 非 增 的 整数 序列 , 只 能 取 有 限 个 不 同 的 数值 。 因 此 ,在 ko 某 步 以 后 , am 必 保持 某 固定 的 整 
数 不 变 。 此 后 , a*。| 必 为 非 增 整数 序列 。 假 设 有 某 个 名 > 和 ,使 wio<0, 则 根据 步 又 1, 诱 导 行 
应 取 为 1。 设 被 替换 的 参 变量 为 C, 
. k. 
a = aot at [x]. 
由 于 
ai CO, aal, 

可 得 


k+l 
on > 
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与 非 增 性 相 牙 盾 。 因 此 , 当 上 让 宇 ko 时 , 必 有 
aso 20. 
因此 , 必 存 在 某 整 数 k Sko ERN p>: 时 , a do 都 保持 固定 的 整数 不 变 。 重 复 上 述 论 
证 ,依次 考虑 oz, a%o,…, 命题 即 可 得 证 。 证 毕 。 
下 面 表 3.5 一 3.7 是 对 例 1 用 对 偶 整 数 割 平面 方法 求解 。 
表 中 附 记 号 “# "的 行 是 诱导 行 , 附 " v "的 变量 是 被 替换 的 参 变量 。 变 换 过 程 是 图 3.2 中 
点 由 一 点 BAC 
33.5 


Dai | -= | 
RENREN 
EENEN 


分 数 割 平面 算法 ,是 从 满足 条 件 


(a) a, 220, i=1,--,n. 

(b) ao 20, j=1, d 
的 表达 式 出 发 ,最 后 到 达 满 足 条 件 : 

(c) 所 有 的 ao 为 整数 。 

对 偶 整 数 割 平面 算法 是 从 满足 条 件 (b) 和 (c) 的 表达 式 出 发 ,最 后 达到 满足 条 件 (a)。 

下 面 介 绍 的 原始 割 平面 算法 是 从 满足 条 件 (a) 和 (ce) 的 表达 式 出 发 , 最 后 达到 满足 条 件 
(b). 

假设 有 表达 式 
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x= e + Jal- t), 


它 满足 条 件 
(i) e20; 
Ci) 所 有 的 a 都 是 整数 ，; 
C) 表达 式 中 存在 某 方程 p, 使 得 对 ;= 1,…,n, 有 性 质 . 
ALL) = a;<0,WM]) aw>0. 
EEI) 若 a <0, 则 按 向 量 字典 序 顺序 , 有 关系 
Le <min| aa jap >0, ISS n |. 
假如 表达 式 中 没有 这 样 的 方程 p, 可 附加 一 个 方程 
z, = M + x PP 
其 中 M 是 足够 太 的 整数 。 显 然 ,此 附加 的 方程 满足 性 质 ( 工 ) 和 (了 [)。 
原始 整数 割 平面 程序 ; 
步骤 1 (选择 被 替换 的 变量 4.) 
# an 他 0, j =1…,d, 则 步骤 终止 。x = wo 便 是 (P) 的 最 优 解 。 相 反 , 按 字典 序 顺 序 , 求 
Lo,=min(2o ER >Ü, ;21). 
ORTEN I), 显然 有 a; < 0) 
步骤 2 (选择 诱导 行 /) 
首先 计算 


0, = se = min| 2 e, >0}. 


步骤 2.1 # 021, WE = 7r( 称 此 为 非 退 化 情形 )。 否 则 ,进行 步骤 2.2, 
步骤 2.2 车 <1( 称 此 为 退化 情形 ), 则 选取 1 的 规则 如 下 : 
步骤 2.2.1 设 在 前 一 次 变换 中 ,所 选 的 诱导 行为 1, 而 此 时 有 
Ossa, < ar,. 
则 继续 选取 /作为 诱导 行 !。 否 则 进行 步骤 2.2.2。 
#3R2.2.2 若 特殊 行 PEOS an WER ! = 户 ,并 进行 步骤 2.2.3。 
步 又 2.2.3 车 对 所 有 的 i21, § 


1 
agay, 
Ës 


则 进行 步 双 2.2.4, 否则 , 求 


Hi = min|ilao< 二 ai， i=l}, 
Tps 


选取 I = (因为 aas > 0, a= 0, W a," > 0)o 
#224 取 
L=minlilap lap i2:11. 


步骤 3 选取 A = w >0, 导 出 整数 割 平面 


i’ 
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a = [2j Dk- o. 


步骤 4 利用 割 平面 条 件 , 作 参 数 变换 
= b=, 1<;j = 5 <a, 


= |= j+ Se ed 


得 新 的 表达 式 
£ 三 mn T >a, (—- ti;) 
其 中 
a, = — a,>0, (3.2.13) 
G; = G; 一 | k, js. (3.2.14) 


然后 , 转 到 步骤 1. 
从 关系 43.2.13) 和 (3.2,14), 可 知 变换 过 程 中 保持 了 表达 式 系 数 的 整数 性 。 从 关系 式 


“n = @;p P. km -a0 
可 知 在 变换 过 程 中 , 保持 了 ao 的 非 负 性 。 特 别 好 ,在 退化 情形 ,有 aio= aso, i=0,1,…,n。 
下 面 证 明 , 在 变换 过 程 中 ,保持 条 件 ( 放 )。 
假设 a, WEEE DAI), ERRA 
x = go+ 27G;(— t) 
的 请 导 行为 1, 被 替换 的 变量 为 : 。 设 替换 后 的 表达 式 为 
x = G, + >a, (— t), 
且 设 它 的 诱导 行为 了 被 替换 的 变量 为 z 。 
性 质 1 对 任何 的 7 和 关 0，*, 有 
a G <a, m. 
证 明 : 者 a; >0, HH s 的 选 法 (步骤 1), 可 知 命题 成 立 。 符 ww<0, 则 由 性 质 (I), 可 知 命 
ARL. F aw =0, 则 由 性 质 ( 工 ) 及 a, >0, 可 知 命 题 成 立 。 证 毕 。 
性 质 2 对 尾 何 的 j 关 0,s, 有 


a z <a, aj. 
TE EH ; [8] 2 
r Q; | e; 
二 — li s" -|E 
3 
Tap dps 


由 性 质 1, 可 知 命题 成 立 。 证 毕 。 
性 质 3 a 满足 条 件 (前 ) 中 的 性 质 ( 工 )。 
证 明 ; 车 mi <<0, j 关 0, 则 显然 了 关 s。 因 为 a <0,aw>0, 由 性 质 2, 即 可 得 ;>0。 证 毕 。 
性 质 4 a 满足 条 件 ( 前) 中 的 性 质 ( 卫 》 


3 |+ Rn; 


证 明 : 若 ww>0, 则 显然 js. HER 2, Tig 


(z. 
a )=0, s. 


a 
Gp Fpj 


# ay <0, B ;=0, s, BIB EBE 2, 可 得 


G. €; 
Ap G; 
#r j= s, MHz, = — a, a, = 一 可 得 
a_a, 
Qs Ep 
因此 , 可 得 关系 式 ( 按 向 量 的 字典 序 大 小 ): 
fr a 
至 = 至 =max| a Z0, jz0)， 
和 
<min É a; > 0, io 
apj 


由 (3.2.15), (3.2.16), 命题 即 可 得 证 。 证 毕 。 
性 质 5 于 一生. 
Tp á Ty 
证 明 ; 由 关系 (3.2.16) 直 接 可 得 。 证 毕 。 
性 质 6 an= -ap <0, 有 OSa,<a,, 182726 d。 


证 明 ; 由 变换 关系 (3,2.13) 和 (3.2,14), 即 得 
a, = 一 ar<0( 由 /的 取 法 可 知 w, >0) 


一 g 
ar = a; = HA 1S} = s= d ç 


Wr, 


由 
| eale [Ker 

即 得 

ay; =0, 了 天 3 
又 由 于 

A| 至 | + 
即 得 

a> ay- an| |= >o, 了 天 5， 
is 

证 毕 。 


性 质 7 者 表达 式 
x=ao+ Za;( - t;) 
的 诱导 行 是 按 步 双 2.2.1, 继 续 选 为 上 , 则 有 


77 


(3.2.15) 


(3.2.16) 
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a > ar >0. 
证 明 ; 由 性 质 6 直接 可 得 。 证 毕 。 
性 质 7 了 说明 任何 的 行内 能 连续 有 限 次 被 选 为 诱导 行 。 
定理 3.13 车 整 数 规划 问题 (P) 有 最 优 解 , 则 原始 整数 割 平面 程序 必 在 有 限 步 内 终止 。 
证 明 ; 用 反 证 法 。 因 为 当 宇 1 时 必 有 有 
go0 a +]; 
因此 ,者 问题 有 最 优 解 , 非 退 化 情形 只 能 出 现 有 限 次 。 故 若 过 程 无 限 , 则 计算 到 某 一 步 后 , 必 都 
为 退化 情形 , 即 所 有 的 吕 <1。 国 此 ,从 某 一 步 以 后 ,所 有 的 |eiol 将 保持 定 值 go i =0,1,…， 
no 下 面 将 由 此 来 导出 矛盾 。 
由 性 质 5, TARF F 


按 字 典 序 单调 上 升 。 考 虑 数列 


假设 在 某 一 步 以 后 恒 有 关系 
am > P U p0’ 
则 由 性 质 7 和 ， 行 优先 被 选 为 诱导 行 的 步 又 2.2.2, 必 将 在 某 一 步 选取 = p。 再 根据 步骤 2. 
2.1 和 性 质 7, 经 过 有 限 步 后 ,就 要 出 现 
a, Ea p0 = uso, 
HHFA. Mk, 数列 | cj 中 , 必 有 无 穷 多 项 使 得 
0< ap a, = uso. 


因为 区 间 [0, ualt, 只 有 有 限 多 个 不 同 的 监 数 , 故 数列 1a,,| 中 必 存 在 一 个 取 回 定 值 的 于 数列 
a 1。 对 此 子 数列 而 言 ,因为 对 应 的 1a“, | 都 是 负 束 数 , 且 子 数列 | S | 又 是 非 降 的 , 故 在 革 
Ë: 


一 步 后 , | | 必 保 持 国定 的 什 不 变 。 又 由 于 原 序列 | sa | 也 是 非 降 的 , 故 在 某 一 步 ET. 
pi 


2 pi 


[wiae anta, 


uj, 根据 步骤 2.2.3 和 性 质 7， 


A ps 


从 ko 步 以 后 , Za, 的 2 AA R EEA 
ps ps 
容易 证 明 , 在 ko 步 以 后 , 必 有 


N 


Hile 1 是 一 个 非 降 的 有 上 界 的 整数 序列 , 故 在 某 一 步 以 后 , 必 取 定 值 不 变 。 即 在 某 一 步 
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的 非 降 性 ,就 可 推 知 在 某 一 步 以 后 ,数列 


后 ， [2 | 必 保 持 国定 的 全 不 交 。 再 由 于 原 序列 | S" 
[Pessaenusa, a |], (2) umn eee nemate 
pi j á i 


限 步 后 , 保持 固定 癌 量 不 变 ,这 就 子 盾 于 性 质 5。 证 毕 。 
[ 例 3.2] K 
max z, =3x,- z, 
满足 
t4=5- 2r + T3, 
Ta” TI T2 


rs =2l -8r +23, 


To tip’ rs WEH. 
R 3.8-3.1 是 利用 原始 整数 割 平 面 方法 的 计算 过 程 。 特 殊 行 取 P 为 z, 的 表达 式 。 计 
算 过 程 如 图 3.3 中 点 中 一 加 一 加。 
表 3.8 


a 
N! 
i Tad 
© 


" 
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3.3 线性 混合 整数 规划 的 荐 平面 万 法 
线性 混合 整数 规划 问题 的 标准 形式 为 
求 max zo = Doxj+ Ð cz; + Co 
j= j= =+1 
满足 条 件 


> Gyt + 21 ayt; < bs i= l,e, m, 
j=l 上 一 元 上 了 

r;=0, j=0, 1,*…, M”, 

+; 取 整 数 ,j =0,1,…， r. 


i 
(MP)= |x| x 满足 条 件 (3.3.2), (3.3.3)1, 
(MS)= {xlx 满足 条 件 (3.3.2), (3.3.3), (3.3.4)|， 
C! = (Cis CC = (C1 Cr), 
aio 5’ Qjp 
A'= eP aPN 
ls TE m 
dir+ls . Ain 
A*= : |=(P +u", Pn), 
dmr+l? Amn 
Ti T,+1 bi 
yt=|: h x=] : 1, b=|: 
Ty. z, bm 
则 间 题 (3.3.1) 一 (3.3.4) 可 以 写成 如 下 的 矩阵 形式 ， 
求 max z = Clx! + C2x2 + Co, 
满足 条 件 


Alyl+ A x Sh, 


(3.3.1) 


(3.3.2) 


(3.3.3) 
(3.3.4) 
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zrz;Z:0, j=0,1,.…,n, 
xr; 取 整 数 ,j =0,1,…,r 
定理 3.14 对 任意 的 7,1 过 i 达 m, 以 及 任意 的 有 理 数 1 >0, 条 件 


s + 一 一 > az; <L Ab, J (3.3.5) 
j=l j i 1 Jia Ñ 
是 (MS) 的 一 个 分 离 。 即 x€ (MS) => x 满足 条 件 (3.3.5)。 
其 中 
=|j|lr+1=<j=n, a; <0;, 
f, = Ab; — L Ab; J]. 
证 明 : 对 任意 的 z€ (MS), # 
(i) Daan, > fi-l, 
则 
Xaa; jz; < Parr < Àb, 一 Daa < Àb, — (fi - 1) =LàA6;]+1 
B Esta war, MEA 
Saas Jz, = (3.3.6) 
又 因为 
1 
Lona = 0. 
所 以 


sus + 4 2 Aa, SLk. ] i 
j=1 8 t Q jEJ 
(l) 3 yaz < f, - 1, Ml 

j ert 


Ds Laas ]z, + | Sao =< 2 ag; + 1 
j=l r J€ J 1=1 


j=r+*l 
= Ab; 一 2 Aa; + Àa 
= 2 1 ET? > = 


n = 


证 毕 。 
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如 2.8 节 中 所 述 , 假设 线性 混合 整数 规划 问题 已 表示 成 如 下 的 参数 形式 
求 max 


Tn = G T tyi- t), 
j 


F 


T, = to + Sal- nF (3.3.7) 
j 


Irel = apeo T Da t), 
J 


Tn = ú, + 2 t), 
假设 应 用 字典 序 单 纯 形 算法 ,已 求 得 线性 规划 问题 (3.3.1) 一 (3.3.3) 的 最 优 解 , 并 且 不 妨 
假设 , (3.3,7) 便 是 达到 最 优 时 的 表达 式 。 因 此 有 
oro0, i=0,1,.,n, 
gs>0, j=1,2,--, d. 
这 时 , 假设 进一步 , wm，aioy …anm 都 是 整数 ,那么 x = oa, 便 是 问题 (3.3.1) 一 (3.3.4) 的 
最 优 解 。 相 反 , 设 
= min 人 ia 不 是 整数 ,0 和 1 委 r|， 


称 条 件 
Ti = aip + Djay(- £;) (3.3.8) 
为 请 导 方 程 。 下 面 介绍 混 台 整数 规划 的 Gomory 割 平面 。 
定义 


T= 14 Ro69FE48, 0<j<d], 
J=ljlr 不 是 整数 变量 , 0<;<al, 
am 二 Laioj+ rio 
a= Larjt+r,, J€ I, 
I = Íj CIl|r;,S<r;1, 
[= 1jETIr,> rot, 
Ji=lj€Jla;201, 
Ja= ljEJ la; <0}, 

则 诱导 方程 (3.3.8) 可 写 为 

r; = La] + mio 十 Sitesl(- t.) + 2 Lep] + 11(— z;) + Dryl- t) + 


JET, 
x O 5z 1)(— t; ) T Sayl- t.) F 2al t) 
IEL jef iE, 
移 项 整理 后 可 写 为 
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2 I ' 
j€], JEJ, 


JER iel 
— r, +Lapd+ > 人 Lau 上 一 与 ) + jilep] +11- z) 
EN JER 


一 一 
m 


当 rz(iET) 取 整数 时 ,上 式 右边 必 取 整数 。 因 此 ,左边 也 必 取 整数 。 即 
s = — rio + i + Dry Di a 2 ont ii > ei; 
€T jË 1, je) jE 


必 取 整数 。 
( |) 若 s 取 非 负 整数 , 则 有 
2 rt i 25 2 = Fio (3.3.9) 


HER 


(ji 者 = 取 负 整数 , 则 有 


1 
两 边 用 一 - 直 nonnen 
=} 
T T S) ry pss (3.3.10) 
JER 


EL iÙ 


因为 不 等 式 (3.3.9) 和 (3.3.10) 中 ,4 的 系数 都 是 正 的 , 故 对 诱导 方程 (3.3.8) 的 任意 非 负 整数 


解 , 必 满 足 不 等 式 
k y i — rt, T an 2 s = riot; = rio 
jET, pJ jiET T 10 站 TS -1 
引进 松弛 变量 ;， 后 ,上 式 可 写 为 
s, a DO n) rS b. (3.3.11) 
其 中 
fu > rio 
ryo J€ n 
1 
- -1470 J€ l;, 
= (3.3.12) 
f ds JC Ji, 


称 (3.3.11) 为 混合 整数 规划 的 Gomory 割 平面 。 
定理 3.15 假设 表达 式 
X; = Qo t jo t) 


满足 a,>0, #0, BE em 不 是 整数 。 诱 导 方 程 取 为 


J 


割 平面 条 件 为 
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so = — fo? 2 — fo; )( — ti) 
设 按 字 典 序 单 纯 形 算法 ,用 so PRSETER 1, 后 的 表达 式 为 
x = üç + 2 a; (— i), 
则 有 l 
w Lay j. 
证 明 ; 者 
(i): 不 是 整数 变量 。 则 有 


-re 
a go ag f Gor 它 的 ; qo, = Lagd. 
J Qs Üs 


(ii) z 是 整数 变量 , 且 ro 过 roo( 即 ;ET)。 则 有 
apo = aT T dos = ao Tua Kaw -= Yi ~” Lawd. 
s: L. 
ay Go 一 Toy tos < am agg ro < ag ro = Lao l. 
证 毕 。 
和 线性 整数 规划 的 分 数 割 平面 程序 完全 相 类 似 地 可 以 建立 线性 混合 整数 规划 的 割 平面 算 
法 。 类 似 地 ,利用 性 质 a*>a%'!>0, 以 及 定理 3.15, 可 以 证 明 , 必 存在 某 指标 ko 使 得 当天 之 
ko 时 , aoo 保 持 某 整数 不 变 。 此 后 ,就 可 将 定理 3.15 应 用 到 数列 1at,}。 同 样 , 必 存 在 某 指标 
kiSka EH kk 时 ,ato 和 aio 保 持 某 整数 不 变 。 依 此 类 推 , 就 可 证 明 算法 必 在 有 限 步 内 
终止 。 
[ 例 3.3] 求 max z (= —4x2 ~ l0z; +20, 
满足 


Xis Z2, Is, ITO, 
ID 过 本 Ta 取 整 数 ， 


它 的 松弛 线性 规划 问题 的 最 优 解 为 表 3.12 所 示 。 
W 3.12 


3 +#-F R ik 


诱导 方程 为 
z =$- t) 
=A- r1) tH za), 
I= 21, J=]1}, 
S _ z 
rn sz 7 3 
因此 ， 
l = $, [,= 121, 
J i= 9, J, = 111, 
于 是 ， 
I E Airil J _ 2 
f= 二 ,fu=[[ - 生 ]/( 二 -1] ]x 寺 =2 
-lè 1 l 1 
fa=[(ż-1) 4-1) ]x4-4 
RESF 
宁 = a e N ir t) 
因为 
4 10 
max| ee |=-6 
3 6 


故 得 s=1, 用 Sy Haer Ëi 后 , 得 表 3.13. 
$ 3.13 


1. 设 名 面体 
S= {xER Ix= þar + Day, Ya = 1, FEH 2= 0, y 22 0 | dim(S) = n. 
i=] j= TT 


P = [(m,xo) ! =l = (x Ra) TE R", m € RI, m < 0, mx = mo, 
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(对 所 有 的 和 x), -1< m < 1, (k = 0,1,…,n)} 
设 P 的 所 有 顶点 为 (wi, wh), (L= 1, m). 
求证 : 号 = |x|#==m {=1,.…,m|. 
2. 设 > 是 多 面体 
P= |x€ R" | Ax&b] 


中 的 任 一 顶点 ,z= G=, n), EPR a Mp 都 是 非 负 整数 。 设 
fa = maxia; ls 0, = max| b; |. 
求证 ; 
0= p, E ntina)", 
lq < (nda )’”, 
LEL nôl na)". 
3.8 A = (ai) 是 一 个 m x x HEMER., i 
Ba = maxlayl. 
著 S=ir€ Z, |r=0, Ar=0, r&n)", j=l nnl =t, 
T Q= |u E R" | aA 2i, uS;m(0,m)"” l, i=1,-", m| EŻ. 
4. 设 上 =(a 门 是 一 个 m x 的 整数 矩阵 ,bE Z" 
fa = max] a;l, fs = max| b; |. 
S=|x€ Z, | Ar&b >= 9, 
S=l]x€ Z |Ax= bl >$, 
(|) 求证 ;存在 xC S, B iB 
r; = m? (bam) O, + (Ban)"*1), j=l, m,a. 
( ü) RE: FE x€ 3, 使 得 
Ewi m2(0am)" N + alm + n))"*t"*l1), jalen. 
(H) it Zp= maxier rE S| < + oo, 8, = max] c; l, 求证 : | Zi |= nbw. 
Cv) 设 问题 :maxierlxrE Si 有 解 , 记 
t=max|n +2, aj, 
8 = maxia, 5,, 0.1, 
则 必 存 在 一 个 最 优 解 x, 使 得 
TAR) Te + 202020) 242 l(28)'2), j=1,2,"", n 
5. z 


S = [xez] ETNI 
i= 
a; € Z!, 了 当日 于 Tt, 


k=g.c.d, [ap asl, 


则 
机 a a; 
(= [se e| asla] 
6. 仿 照 线性 整数 规划 的 分 数 割 平面 算法 , 建立 线性 混合 整数 规划 的 制 平 面 算法 。 并 证 明 算法 的 收 仑 性 。 


进一步 , 当 目标 函数 z, 不 要 求 一 定 取 整 数值 时 , 如 何 应 用 割 平面 算法 求解 ? 
7. 记 


3 #|+ R; 


z,= [zl >|). x€ Zr,, yer}, 
_ y 
S=Iz|z€Z.,, Ax+ Dy=cbi, 
(S) = [= | w = Y'a(z)z, Valz) = 1, alz) 20, USS, ! U | 有 限 | 
ZEU ZEU 
证 明 : 存 在 有 限 个 之 , PHH i 


满足 
Ax + Dy =b, i=1,", h, 
Ax + Dy EO, j=l; =, f, 
B 


h fi h 
[S= iz |z = Jaz + Yar, Sa; = 1, WAP] a B 2: 0 
j=] i= j 
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4 分 支 定 界 和 隐 式 极 举 


4.1 分 支 定 界 法 介绍 


4.1.1 对 称 型 流动 推销 员 问 题 


在 介绍 如 何 所 分 支 定 界 法 求解 整数 规划 之 前 ,首先 介绍 什么 是 分 支 定 界 法 ,还 是 从 流动 推 
销 员 问题 谈 起 。 流 动 推销 员 问 题 本 身 就 是 整数 规划 问题 。 

[ 例 4,1】 已 知 5 个 城市 vi, uy, us, va vs HAJER IER 

vuƏilo 11 1 17 
vrzlll ° 23 1 3 
mill 23 œ 10 8 
j val1l7 1 10 œ 6 = (da)sxs 
v2 3 8 6 @ 
u, UV: %—% Vg s 
d, = u 到 v; WER, EE D 是 对 称 的 :ai = di BMA u, 到 vw 的 距离 等 于 从 vw 到 vw; EHE 
W, i j=l,2,3,4, 50 

解 题 步 又 如 下 ; 

(1) 先 从 两 两 间距 离 找 出 其 中 最 短 的 5 条 : 

dia(=1), da(=1), dis =2), ds(=3), das( = 6) 

di + da + dist dast da= 1+41+2+3+6=13, 

由 于 下 标 中 5 出 现 3 次 ,所 以 这 了 条 边 不 构成 流动 推销 员 问 题 的 解 。 

(2) 考虑 排除 di, METE vivs 边 的 前 提 下 , 选 其 他 5 条 最 短 边 , 即 选 vius 边 除 外 的 另 
5 条 最 短 边 。 实 际 上 用 ds 取代 dis, MH dut d. + dast dss + das=19, 下 标 中 5 仍 出 现 3 
次 。 

(3) 考虑 保留 d1s 边 ,但 在 排除 d2s 边 的 前 提 下 选 5 条 最 短 边 ,得 di + dis + du + ass+ 
da =18, FRF 5 MHAR 3K 

(4) 考虑 保留 dis dn, HEM dail, R 5 3885 563948 dit dis + das + dyt dz = 15, FER 
5 仍 出 现 3 次 。 

(5) EE dis, das, 在 排除 das das 的 条 件 下 , 找 出 最 短 的 5 条 边 :di3+ dis t dz4 + dzs+ 
ds4=17。 下 标 中 1,2,3,4,5 都 出 现 两 次 , 故 得 一 最 短 的 回路 :v1 一 v3 一 一 unu Av A 
长 度 为 17。 搜 索 过 程 用 图 4.1 表示 比较 直观 。 

图 4.1 中 15,15 分 别 表 示 选 取 vus 边 和 排除 vivs 边 ; S1(13,24,15,25,45) = 13, 表示 最 
短 的 5 条 边 为 di doa, dis: dzs, das, 总 长 度 为 13, 其 余 类 推 。Ss(13, 15,24,25,34)=17 是 可 
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S1(13,24, 15,25,45) = 13 


Sall3, 24, 25, 35,45) = 19 


Ss (13, 24, 15, 35, 45) = 18 


Sa(13, 15, 25, 24, 35) = 15 
35 


图 4.1 
行 解 , 总 长 度 为 17, 尽管 不 是 回路 ,但 S;(13, 24, 25, 35, 45) = 19, S,(13,24,15,35,45) = 18, 
估 界 已 超过 17, 故 没有 搜索 的 价值 , 即 选取 15 排除 25 或 排除 15 都 没有 不 超过 17 的 解 , kk F 
以 排除 , 无 须 搜 索 , 从 而 $,(13, 15, 24,25,34) = 17 是 最 优 解 。 


4.1.2 非 对 称 型 址 动 推销 员 问 题 


[ 例 4.2】 下 面 是 距离 矩阵 为 非 对 称 的 例子 , 即 4, 和 未必 相 等 。 
vijo 14 30 5 6 
ux lÜ ce I 4 3 
6 
2 
"n s e s 
vi V? v3 Va U 
对 矩阵 每 行 元 素 减 去 该 行 的 最 小 元 素 , 每 列 减 去 该 列 的 最 小 元 素 得 一 新 的 矩阵 , K Pe 
得 到 的 新 矩阵 每 行 每 列 都 至 少 有 一 个 0 元 素 。 


c 14 30 5 615 ©% 9 25 0 1 
10 œ H 4 3] oaa o° 8 1 0 
K E f e; 2 œ 1 2 
15 10 13 œ 212 13 8 11 œ 0 
13 3 4 11 œf3 10 0 1 8 œl; 
9 24 0 1 
第 3 列 减 s n; 
最 小 元 案 1 2 ° 1 2 
8 10 œ 0 
10 0 0 8 œl, 


矩阵 右 下 方 的 数 是 各 行 (各 列 ) 最 小 元 素 之 和 ,例如 17=5+3+4+2+3。 

ERER D 理解 为 旅费 矩阵 ， 则 第 1 行 诸 元 素 减 去 最 小 元 素 5, 第 2 行 减 去 最 小 元 素 3, 
iar 可 以 理解 为 从 YI 出 发 到 Vis Us Vg, Us 的 旅费 一 律 减 价 5 单位 ， 从 va 出 发 的 旅费 一 律 减 
价 3,…。 第 3 列 的 元 素 减 该 列 最 小 元 素 1, 相当 于 进入 ws 的 旅费 一 律 碱 1。 由 于 流动 推销 员 
进出 各 点 名 一 次 ,所 以 原来 问题 的 最 优 解 也 一 定 是 后 面 矩 阵 D , 的 最 优 解 。 问 题 变 为 求 距离 
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EE 
vij 9 24 0 1 
v2|7 œ% 7 1 0 
D=% 0 2 œ 1 2 
vill3 8 10 œ 0 
v, 10 0 0 8 æji 
vi Uy V3 Uy Us 
的 最 短路 径 问 题 。 


看 流动 推销 员 从 vi 出 发 ,下 一 站 选 va A D, 中 第 1 行 第 4 列 的 元 素 为 0, 从 D, 中 划 去 
第 1 行 第 4 列 , 因 排 除 再 从 o, 出 发 ,及 再 进入 u, 的 可 能 ,并 将 ad. 改 为 ,以 排除 ws 一 | 的 
可 能 。 
T2l œ 7 Ü 
vl0 2 œ 2 
D:= lw 8 10 0 
v00 0 0 œg 
Vi V2 Vy Vs 
从 v4 HÆRRI wy 一 vs, 因 ds=0, 和 上 面 方法 类 似 , WE v, fT vs 列 , I d. A, 
得 


u 7 œ 7 
D. = v3 0 2 œ 
s lioo 6015 


Vi V2 V3 


但 p, 的 第 1 行 无 稚 元 素 , 故 该 行 减 去 访 小 元 素 7, 和 矩阵 下 脚 改 为 25, 得 


vl 0 œ 0 
Uy Ü 2 ° 
Va 10 Ü Ü 25=1B+7?7 


排除 vi> v, 边 , 即 D, ERPS di = eo, iB 


vilo 9 24 œ 11! vijo 8 23 œ 0 
Va 7 Da 7 1 Ü Ua T Go 7 0 0 
vs|0 2 œ 1 2 vl0 2 œ 0 2 
c> 
vall3 8 10 œ 0 vll3 0 10 œ 0 
WO 0 0 8 oj whH 0 0 7 œly 
Vi Va ē V3 va Us vj Da Va Va Us 


同样 的 道理 , D, ERE, EHER ws 一 us, 应 有 
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u [7 œ% 7 0 u2[7 œ 7 0 

wi0 2 œ 2 val0 2 œ 2 

val 8 10 @%|gs y| 0 2 % 

„10 0 0 œl „h0 0 0 wily-igre 
Vi T2 Vy Vs Ui V2 V3 vs 


搜索 的 全 过 程 见 图 4.2, 矩阵 右上 和 肩 ( ) 里 的 数 是 搜索 的 顺序 。 最 佳 路 径 是 
UU > Ys; > v Ul 
全 长 25, 凡是 估 界 低 于 25 的 则 应 继续 搜索 , 高 于 25 的 界 则 没有 搜索 价值 ,道理 显而易见 , 从 
而 达到 减少 搜索 时 间 的 目的 。 
用 于 非 对 称 矩 阵 的 后 一 种 方法 也 可 以 用 于 对 称 定 阵 。 


Ti 9 24 0 1 
.%|7 wm 7 1 0 
. 10 2 wm 1 2 
s| 8 10 œ 0 
v10 0 0 8 oj 
14 uUi G U3 V4 Us 14 
v ° 7 07” vfo 8 23 œ 019 
. 0 2 ®m 2 vij7T wm 7 0 DO 
Da & 10 O` vyl 2 œ Ü 2 
v0 0 0 œ- v13 8 10 œ 0 
Vy Uy Dy W s. 10 0 OÓ T œJ 
/ T = VI P3 V3 Va 14 k. 
mr7 = 7 DT m 0 15 œw7® mm 8 23 æ 01% 
wlo œ 0]% wlo 2 œ 2 vol0 2 œ 0 7 ®m 7 Ü % 
"Í 2 = vu 0 2 œ v ù 2 œ 0 2 œ 0 2 
v Ll0 0° OJ u 10 0 Ü mJ s | 10 的 0 77% 13 8 10 = O 
"i VI Vy Vi v} va T i vı va va lÚ 0° 0 7? mJy 
52 F 了 一 s 
a = (6) a vı ræ ig œ gq” ow 6 B o gg” 
ih ” ao Dg . Be s 5 s; 
v30” ooa vl 0 œ alo = ú n p 
PEE ao R vll3 3 % 0y 13 6 10 o 0 
_ vi V3 T vs lJ œ 0 7 mJy 
vpo 23 œ 0192 oo 0 23 æ 0162 
vl œ% 0 @ 7 => 7 0 % 
vil5 10 = | mo 0 2 
vst3 0 7 ojJa 13 0 10 œ 0 
Up vy Ua Us 1 1 œœ Ü 7 œdy 
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4.1.3 最 佳 匹 配 问题 


最 佳 匹配 也 是 整数 规划 问题 ,下 面 介绍 用 分 支 定 界 法 求解 。 
[ 例 4.3】 #E H A,B,C,D 四 位 工作 人 员 从 事 本 ,J 了;,J3,J4 四 项 任务 的 代价 和 矩 阵 为 
A[9 6 59 73 
B|79 15 93 87 
C=c|67 93 13 81 
DL6 79 86 26 
Jh Jo Js J4 
现 将 Jio Ja J| J, 四 项 任务 分 派 给 4A,B,C,D, 每 人 一 项 , 求 最 佳 安排 , 使 代价 最 小 。 在 
确定 A At, 任务 的 前 提 下 , 寻找 最 低 成 本 的 界 。 从 和 抢 阵 C 中 划 去 A TJ, 列 得 
B[15 93 87 
C °: 13 81 
D L79 86 26 
Ja Ja Ja 
HR:B AFJ, C 从 事 ]3,D 从 事 J 最 理想 。 因 J, 列 的 最 小 元 素 为 15, J; 列 的 最 小 元 素 为 
13,J4 列 最 小 元 素 为 26。99 +15+13+26=153, fE 
5 B C P| 
153 
ABCD 是 一 合理 的 分 派 , 四 表示 4 是 指定 的 分 派 , 而 不 是 搜索 来 的 , 其 他 是 搜索 来 的 。 
用 火 似 办 法 确定 在 B |. £ J, 任务 的 前 提 下 , AUF AE B TJ, 列 得 
A[6 59 73 
Cl93 13 81 
D179 86 26 
Jx Ja Jà 


故 有 
k A C K 
124 
BACD 是 一 种 分 派 ,但 124 较 153 更 佳 。 
类 似 可 得 
EES 
158 i 108 
DAAD 没有 搜索 价值 , 因 它 的 界 158 >124, E DACA 的 界 108<124, 必须 进一步 搜索 。 
在 确定 D JS J, 任务 的 前 提 下 ,分别 确 定 A, B,C 从 事 ], 任务 ,类 似 可 得 
l: ®© C poh @ C E @ A ü 
116 117 242 


显然 , | 2 7 ë 《| 是 到 目前 为 止 找到 的 最 佳 指派 , 取代 | 


@ë A C D 


wo hm 
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| 由 毫 无 搜索 价值。 m|? F š “| 似乎 还 需 继续 追查 。 


w a 


Ë @ A A 
242 


C A 
部 不 及 | w | 优越 ,所 以 | ° ^| E D ASJ B AEJ CAF, 


4 从 事 J4 是 最 佳 的 任务 安排 ,代价 为 117。 搜 索 过 程 如 图 4.3 所 示 。 


Re a a 
153 124 158 108 


[° 后 C 1e u C j|. .. A À | 


| 
196 122 


4.3 
4.2 整数 规划 的 分 支 定 界 解法 
前 面 介绍 了 利用 分 支 定 界 法 求解 流动 推销 员 问 题 和 任务 安排 问题 。 这 两 个 问题 都 属 整 数 


规划 范围 。 虽 然 对 若干 其 他 问题 , 分 支 定 界 法 都 显示 出 它 的 威力 , 但 毕竟 是 针对 具体 内 容 设计 
的 ,对 于 一 般 整 数 规划 问题 , 如 何 利用 它 是 本 节 要 讨论 的 内 容 。 


先 举 一 个 简单 例子 。 
[B] 4.4] 
max z = T, + r3 
S.Å rit Ža S4 + 
-2 rı + TS l 
T] T2220， 整数 


(1) 本 问题 作为 线性 规划 问题 图 解 如 图 4.4 所 示 。 
解 得 : 


so _145 _ 201 
+i 33727 q = 33 


由 于 1< zi<2, 还 须 考虑 下 面 两 个 问题 。 


(2) max z = z) + z 


S.L. rit 2 z 4 + 
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—2z, + r>] 


(0==zr>(=1,zr,=0 
结果 :zi=1l,zrz=3， zi =4 


max z = zj + z 


S.L. Tj ++ z <4 + 
—271 + r>=1 
+T1=2, r20 
结果 :zl= 2,zz=3 9， z, = 5 Š 


由 于 =z> =1, 改 先 搜索 r22. x) 和 z, 分 别 给 出 位 于 0= z,=1, r,=2 两 部 分 解 的 界 , 又 由 
于 3 和 了 2 委 4, 帮 分 别 考虑 。 


(3) max z = z + z; 
3 1 
s L. rit s r2S4 让 


(4.2.1) 
— 2r; + t&l 


T2, 0= +r,=3 


解 :ri1=?2 1 za =3, z = 5 £ 


max z = zr) +f rə 


1 


S.t. zi + $ z <a + 
= 2I1 ai r&i 
| 
问题 无 解 。 


由 于 (4.2.1) 的 解 :2 二 zi 生 3, 故 又 分 成 下 面 的 两 个 问题 。 
(4) 


max z = r) + zx, 
s.t. ri+ T 4 + 
—27r1+ t&l 
r /=2,0=zr,=3 


Tr/=2,zy=3,z=5 


若 对 于 约束 


123, 0= xz,=3 


其 结果 为 :x1=3, +2=2 名 ,z =5 各 。x1 和 x 给 出 搜索 到 目前 为 止 最 好 的 整数 解 ,取代 zi = 


1,z,=3,zxz=4, 


搜索 到 此 可 以 结束 了 ,因为 z=5 SERRE z 大 ,但 若 考虑 到 是 整数 解 , 充其量 也 不 过 是 = 
一 So 


搜索 全 部 结束 了 , 它 的 全 过 程 从 图 4.5 和 图 4.6 中 可 以 一 目 了 然 。 
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56/33, 145/33 _ 56 145 _ 201 
注 :图 中 | 201/33 Jex Tr ggi 号 3 加 、 33 , ee 38411, 
max 问题 分 支 定 界 流 程 图 如 图 4.7 所 示 。 


< 一 已 知 可 行 解 的 目标 函数 
{或 为 - 吕 , 着 不 知 可 行 解 ) 


线性 规划 在 分 域 上 无 音义 ? a aE c: 


选择 一 非 整数 解 
变量 ,产生 分 域 


图 4.7 

分 支 定 界 法 最 难 的 是 判断 什么 情况 下 应 后 退 。 整 数 规 划 问 题 基 本 上 有 以 下 三 种 情况 ， 

(a) 在 该 分 域 上 问题 无 意义 ; 

(b) 已 获得 整数 解 ; 

(c) RRE r&r 

流程 图 上 标 有 (a), (b), tc) 便 是 此 意 。 

选择 哪 一 个 非 整 数 解 变量 进行 分 支 是 一 个 十 分 2 
复杂 而 敏感 的 问题 , 目前 只 能 做 到 任 选 其 中 一 个 。 i 

由 例 4.4 可 知 ,分 支 是 将 连续 问题 的 解 至 间 分 
解 成 两 个 互相 排斥 的 子 空间 , 目的 在 于 消去 不 存在 


所 求 的 整数 解 的 部 分 。 分 支 定 界 法 实际 上 是 基于 2 Tes, 
遍历 搜索 的 , 在 遍历 的 过 程 中 尽 可 能 缩小 搜索 空 忌 办 
间 。 如 上 述 搜索 的 全 过 程 是 一 棵 搜索 树 。 2 
[F] 4.5] max z = 3z,) + mo pE 3.87,1.87) 
s.t. 17r, +1lr:&86.5 N 
< ZZ 


T] +2r;=&10.2 

r /<3.87 

zo rı 为 非 负 整数 图 4.8 
本 例 可 行 解 域 如 图 4.8 中 影 线 所 示 。 
(1) 线性 规划 的 最 优 解 为 (3.87,1.87), z= 13.48 

1=<xz,=1.87<2 
(2) 对 于 0= z /<3.87,0=z,=<148803.J.87,1),z =12.6, İF 0= xr ,<3.87, 1:22 得 
解 (3.87,2), z=13.4。 
(3) zx; 宇 2 前 提 下 , 令 0= zr =3, AA 
r/=3,x;y=3.22,z==12.23 


k. 


r 4 时 ， 问题 无 解 。 
(4) 由 于 (3.87,1) 点 的 xz=12.6, 故 考虑 0=2 z 3, xz; 记 1, 此 问题 的 解 为 (3,1), z = 10, 
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是 目前 获得 的 最 好 的 整数 解 。 而 对 于 zi 三 4, rz 过 1 则 问题 无 解 。 

(5) 由 于 (3,3.22) 点 的 z= 12.23, 1 

当 0= r /<3,2=< r,=<3 B] r =3,z;=3,z=12. 

当 +,Z4,z,224 时 有 解 z (=2.2,z;=4,z=10.6<12. 

故 得 最 优 解 ri =3, zz=3,z==12。 

搜索 过 程 用 搜索 树 甫 示 ( 见 图 4.9), 图 中 大 括号 ( ) 右 肩 上 的 小 括号 () 中 的 数 表 示 搜 索 
顺序 。 


| (D 


i "i m [° a i TRS 
| iü 无 解 12.23 
2= r,=3 r, = 
Wa a pan t9) 
12 10.6 
E 4.9 


4.3 分支 定 界 法 在 解 混合 规划 上 的 应 用 


上 述 解 整数 规划 的 分 支 定 界 法 也 可 用 于 混合 规划 。 举 例如 下 。 


[ 例 4.6] max z = 3r | + 222 + T3 


— 


S. L. Tir t z < 


271+ za t z SŠ 
r;Z=0, ¿=1,2,3,4, z2,zs 为 整数 
(1) 解 相应 的 线性 规划 问题 ( 见 表 4.1; 注 意 , 本章 及 第 7 章 的 单纯 形 表 排列 格式 与 第 2 
章 , 第 3 章 略 有 不 同 。.) 得 解 : 


LD " 
gTr 2 , p 1 = Ta =Ü, z = 
(2) 依 z, 分 别 为 下 面 两 个 分 域 :(a) 0S r51; (b) z;Z2, 


(a) 解 在 表 4.2 Hnis z =l,z =l, ET 


m = 


a 
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(b) RER 4.3 中 , 该 问题 无 解 。 

(3) 下 面 继续 搜索 ， 

分 域 (a) 0= zr,=<4, (b) rs=5, 

(a) 的 解 见 表 4.4, z1= 二 ,zs=1, x3=4,z4=0,z =6 地 ,是 目前 最 好 的 解 。 
见 


4 
(h) 的 解 见 表 4.5, 无 可 行 解 。 
3 4.1 


= 
人 
bJ bj 
wu = | @ | B 
el 
= 
— |w NB 
i= H 
{a 
= ojla | 5 
=> | 
= |, 
To 


I 
| 
bI DA | |p umn 
= >| je = 
G) pi | ma 
l 
k |= meje t| 
l 


11/2 
3/2 


La 
m 
pl 
kasi 
= m |= |= = 


11/2 
3/2 
17/2 


O| me |© |= Šo m 
$ |= t [Pa |= pal |= <= 


i 
(e 
= 
= 

| 


k =l 
m i ls= 
AE. 


| 17/22 | 
3 4.2 (0= x;j=2, xi, X), | 
Re Ti Fai] T3 T4 31! 32 53 
Xp C Ë 
2 1 0 0 
l 
0 
l 0 
— j A 52 j Cb D we 
ŝi 7/4 0 -5/2 1 -1/2 -1/2 
zi 3/4 1 1⁄2 0 1/2 1⁄2 6 
š 0 (1) 0 Ü (1) 
Ü 1 
1 
0 
0 


-3/2 -1/2 
-17/2 5/2 
172 -1/2 


== 
= 
| 
Tat 
fs 


G A a ta 
Di R == 
| IEIBEIEIEB ep e 
= 
bs GA 
a "es "e, 
p bJ P 
as 
= = © © bu | Ub 
Ta 
Ë= Pa pa l 
sa 
5 S = |= 
oni Dm op 
E= 
bJ b 
= m = Q 
kad: ke È È [m = ð o| = 


ajs 
. i 


3 4.3 (x2, xi, xz x 40) 


99 


4 分 支 定 界 和 隐 式 枚 举 


(SxS, 0= r, =4, Xir x0) 
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T4 


T3 


= 


TI 


Cn 


xB 


"a 
=F 
Yema 
wi 
Yaman 


7/4 
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3/2 
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= 
T, 
Eh 


T3 
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T] 


+z 


-6/5 


Ü 
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-8/5 


0 


0 
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T, 
B 


Žž] 


Ti 


-3/2 -1⁄2 -=1 


0 


-3/2 


Ü 


0 


6*/4 


(1= x;,=2, XS xi, x ,=0] 


0 
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100 
故 得 全 部 搜索 过 程 ( 见 图 4.10). 


L.E 
2 
Srl qi? 
无 解 
m= + 有 
ra] = () 
= 
(= r,=<4 r25 
ri 二 ,zz2=1 x 8 
工 3 三才， T4=1 
z =6 i 
Ë 4.10 


4.4 估 界 方法 


从 上 面 的 讨论 可 知 ,分 支 定 界 法 的 搜索 过 程 是 一 搜索 树 , 树 上 每 一 节点 都 对 应 于 解 一 线性 
规划 问题 ,求解 的 实际 作用 在 于 得 到 一 个 目标 函数 的 界 。 为 了 节省 计算 量 , 本 节 将 介绍 一 种 对 


目标 函数 进行 简单 估 界 的 算法 。 
【 例 4.7] max z = Cx 
s.t. Ax=)b 
x 为 非 负 整数 
XB 
将 x 为 非 负 整数 改 为 + 宇 0 的 线性 规划 问题 。 设 x = f | A=(B"N)= (as)nxn: C = 


XN 
(Cr Cy)o 
max x= Cpxp+ CNxN 
xp = B 'b- B 1NxN 
x=0 


S.t. 
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EK xp = B lb -— 2B Pa RPR A =(P, Pi,…,P,), 即 P, 是 矩阵 4 的 第 j 列 列 向 量 。 


于 是 有 z = ( Cs : Cn) |>. |= Carn + Cas 


=C: (B “ih 一 SB-!P,r,) + 222 


JEN 


= CB b+ > (c; -CB ` P 
RER a 
z= z + 名 (e; — zjx = z + Dy Cj 
c; = c; — z;, GJEN E 
as - Dayr m20, ¿€ E, x20, j€ N 
设 最 优 解 为 和 


z= CB lb= zo xp = B lb, xn = 0 

RR r; =Lz J +a, € B. Ert BEETH x 对 应 下 标 集 合 。 

分 文 定 寞 法 即 对 其 中 的 一 个 xi 分 别 附加 下 面 的 限制 : 

S&S; J, ylar; ]+1 

再 去 求 各 自 线性 规划 的 解 。 

如 图 4.11 所 示 , 实 线 表示 z 的 真实 改变 图 像 。 K| 22 ERE 

gS $, z,= =G I 

6 和 8 可 从 单纯 形 表 格 中 得 到 。>zo 一 8, 和 zo 6, 
可 以 分 别 作为 真实 的 fü z, 的 界 。 

Ti= Ti ~- 284 为 了 使 ri 是 整数 , 故 有 =, =< 


= — a ah BN ama = "= 
= = 


= = i= ee — = p= == = u a= 


z; | 或 rlr; | +] 两 种 可 能 。 ix N 是 非 基 变量 集合 ， |z; | =; |z7|*1 £=; 
N AJ € NIla;>0,N AljE Nlay<0| 于 是 ,对 于 x 图 4.11 
sLlr; 」 ,有 


| 人 iFi T a;x;=<0 


;€ N° ;€ N” 
$S f,= =/ -L z; J<1, 58 
r -lz;]=f- 之 ayz- 2) ag <0, 
j€ N° jEN` 


或 
E >, a jr; 一 2 a z; T fi (4.4.1) 
将 (4.4， 1) 作 为 一 约束 条 件 附加 在 单纯 形 表格 并 利用 对 侦 单 纯 形 法 求解 并 假定 这 个 过 程 基 


没有 改变 。 
对 于 qlr; ]+i 也 有 类 似 情 况 。 


二 = s apti 2, yti 


HA JEN 
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=f,- 2; ayri- 2) ayal 


jEN* EN 


>i amr; 十 H azr; < f,-1<0 (4.4.2) 


+ 


IEN JE N 
将 (4.4.2) 加 到 单纯 形 表 格 中 , 利用 对 偶 单 纯 形 法 求解 可 得 
利用 对 偶 单纯 形 法 可 得 
Su = min {cfy/at, Oe = min lc,(f; — 1)/apl 
k€ N k€ N 


maxi z, z, | = zo- min] ĝu, 8a} 
还 是 通过 例子 说 明 算 法 的 思想 比较 直观 。( 估 计 方 法 与 (4.4.1) 及 (4.4.2) 略 有 不 同 。) 
[E] 4.8] max z= 18r; +14r,+8=r,+4zji 
B.L. 15z1+1272+7ra+4r4+ r543 
zi 三 0, 整数 ,j= 1,2,3,4,5 


(1) 用 单纯 形 法 求解 ( 见 表 4.6)。 
3 4.6 


za = zs = z, = zs=0,z=51 3 是 最 优 解 。 
(2) 若 考虑 + =<2 或 r3 两 种 情况 , 则 分 别 讨论 如 下 。 
(a) Lz; ]=2 
tislrei =B -4 rr- r- isra- jts- gsr <0 
1 4 _7 4 _l1 1 _ 15 
所 以 S72 1573 1574 157s 1526 - 15 
将 它 作 为 附加 约 东 条 件 , 应 用 对 侦 单 纯 形 法 求解 , 见 表 4.7. 
w% 4.7 | 
18 l4 8 4 0 


4/5 7/15 4/15 1/15 1/15 
(—A4/5Y —?/15 一 4A15 -1/15 -1/15 


| | sys | 0 (35) -2/5 -4/5 -6/5 -6/5 
infa 2/5 4/5 0/5 6/5 1 


4/57/15 4/15° 1/15 1/15} 2° 


从 T] =2 13 -$r Tema ra - rs- r 可 知 : 可 以 通过 非 基 变量 Llr T3y Ta T'5 
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lini L-E gz 2， kusaqa oi. 由 此 az, = — Z 


6zrz= 一 30， 依 类 似 理 由 ， 13 从 0 增加 Gz, 也 可 使 z TRH, 1 = g Tars, ór, = 13 x 15 = 13 


me- 2l 26, 同 理 可 得 874= Bl x = £ 13. - 3, 837,- a = BL 
站 78 


=13, ĝz; = tre= — 5 x 13 = I 
全 $z A — min| zI, Oz3, Z4, Z5, Özg] 


13 26 13 w 78 


— -a = 


_ _ 13 
30 
即 由 >, 的 增加 而 达到 , 从 而 可 以 断言 _ 
max z=18zí/+14zr;+8r;+ár, L3 I 
st. l5Sri+13z,+7zy+4zx,+ rí 43 ==51 + 
0=x,=<2, Ti 
13 1 Os x =x2 x =3 
的 解 z=51 二 30=51 6° 
到 此 搜索 过 程 见 图 4.12, 未 写 出 的 变量 均 为 0, 例如 xW 
12 
Ti = 2 15 “Pat la 
15 z=51 % 
3 „T= ry= = r = 0. 
z=5 ç El 4.12 


(b) zj 三 3 原 问题 无 解 。 可 从 15z + 13z;+7zy + 4ra t z 43, 直观 得 出 ,也 可 利用 附 
加 一 工 志 一 3 约束 条 件 ,利用 对 偶 单 纯 形 法 得 出 相同 结果 。 
(3) 下 面 转 入 求 0= zr ,=<2 的 解 。 
令 rT1=2 一 zx1, 代 入 ( * ), 整理 得 
E E S nn 
2 x1=215 572 1573 1524 157571576 
T 1 1 1 
W AA noe aono p 
代入 


于 是 导致 解 下列 问 题 ， 


o o 
1275 1276 


故 得 一 可 行 解 : 
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这 个 绪 果 和 估 的 界 一 致 。 
(4) 由 于 1<r;<2, ALARA : (a) 0 z;=<<1; (b) zz 全 2。 


两 种 情况 分 别 讨 论 如 下 。 
先 讨论 T2220 
由 于 z =l +T -二 za- rir 15x6y 故 只 有 一 种 可 能 解 ， 由 x, 的 增加 而 达 


到 |。 
= -了 | IT 
s = | 2 TILU 124 1592” a T 30 
EF 0=zr,j=1, 


eal | 全 |=2|- 1 "sP 
Gz = 12min17， 2，14，141= 7 12 42 


(3) (4) (5) (6) 
可 见 rz 之 2 估 的 界 比 0<< z,<1 小 , 故 沿 0<<z;=<1 往 后 搜索 ,而 且 下 面 括 号 内 的 数 是 对 应 变 


量 的 下 标 , Bin Z, 表示 疙 是 由 xs 从 0 上 升 计算 而 得 到 的 ,其 余 类 似 ,不 奖 述 。 
13} 


S r= l- r, f 


E SE s> —_ == _ 4 _ 8 m 
7 5 T] 5 755 pos ys 


0< zs= 本 <1, 故 分 解 为 zs=0 和 zxz3=1 两 种 情况 ,下 面 分 别 进行 讨论 。 


(5) HT r=% Laig, tig- $ aa- bas- Tre B zs =0 只 能 通过 ra zs, za 由 0 


7 
上 升 而 达到 ,而且 
iz= -Tminll, 4, 8|=-7 
(4) (5) (6) 

1 
r= y L+l157 +3z,- brs- ze 

gz =51 -3x1 -7 2T2— T57 T6 

(6) 由 于 只 能 由 rs, re 的 改变 才能 使 r, =0, 故 
jz = — —minl4, 41 = -1 
(5) (6) 


而 z,>0, 6z = -Žmin | $, 2 |= - 二 等 等 ,搜索 的 全 过 程 见 围 4.13, 


(1) (2) 
其 中 最 优 解 是 xz4=0 时 x1=2,z2=1,z=50。 为 了 简单 起 见 ,图 中 只 给 出 非 等 的 变 元 的 


值 ,未 写 出 的 变 元 目 然 是 取 零 值 了 。 
现 将 r 2, r=1, Ts = 0, =a 0 条 件 下 的 结果 解答 于 后 。 


4 Ó £ UR elk X k 3E Da 


15 
EET 
z=51 — 
p24 Na 
Fa 
pa ilii 
M rr 
r=51-% 
pA z122 
4 
I = rÍm=1 ga 
ea 
时 于 一 Fi 
x z= 51 十 
A No 
TI=2, T=1 z /=2, zz= 7 a 
_ 因 
x4= 4 z=5l 


x pA Se :<50 + -<50 + 


Ce ri=2, z = z= 
z = 5Ü 
TEEI 
SA x 
z = 49 1 
xT1=1 goel aml 
a 
ri<1 z 22 
x= l, z= l, xT4=1 不 合理 
z = 48 
图 4.13 


max z = 18=z, + 14<x; 


s.t. 15x1 +13z;+ zs+ z é =43 


Tj + r; =2 


106 整数 规划 基础 


T2z 十 工 8 三 ] 

Tl TI, Z5, Tá, T7, TaZÜ 
进行 表 上 运算 ( 见 表 4.8). 
3 4.8 


= 

ms 

e = m| l| 

一 > s| | s 

eee == jA 
B 
pP 
H 
~d 
ki 
w 
"D 


ek- 
= 
= 


=] 
je 


改 得 问题 的 最 优 解 为 


TI1=2, ra= l, Xx3= XxX4= xs=0, z= 0. 


4.5 求解 0-1 规划 的 隐 枚 举 法 


0-1 规划 是 一 种 特殊 的 纯 整 数 规划 , 其 变量 只 能 取 0 或 1。 求 解 0-1 规划 的 隐 枚 举 法 不 项 
用 单纯 形 法 求解 线性 规划 问题 。 该 算法 的 基本 思想 是 从 所 有 变量 等 于 0 出 发 ,依次 指定 一 些 
变量 为 1, 直至 得 到 一 个 可 行 解 , 它 就 ;: Ez 今 为 止 最 好 的 可 行 解 。 此 后 , 依次 检查 变量 等 于 0 
或 1 的 某 些 组 合 , 对 迄今 为 止 最 好 的 可 行 解 不 断 加 以 改进 , 最 终 获 得 最 优 解 。 隐 枚 举 法 与 穷 举 
法 有 着 根本 的 区 别 , 它 不 需要 将 所 有 可 行 的 变量 组 合 一 一 枚 举 。 实 际 上 , 在 得 到 最 优 解 时 , 很 
多 可 行 的 变量 组 合并 没有 被 枚 举 , 只 是 通过 分 析 、 判 断 , 排除 了 它们 是 最 优 解 的 可 能 性 , 也 就 是 
说 ,它们 被 隐 含 枚 举 了 ,因此 叫 隐 枚 举 法 。 


4.5.1 0-1 规划 数学 模型 的 标准 形式 


ig] 
min z = 1 cr; 
j=1 


o>0 (j=1,2,.…n) 


Q= — 8; + 5. a;jr;=0 (j =1,2,-, m) 
rz; =0 %1 E E, 
请 注意 ,上述 数学 模型 被 称 为 0-1 规划 的 标准 形式 , 而 不 是 标准 型 。 


4.5.2 任意 的 0-1 规划 模型 如 何 化 为 标准 形式 
(1) 若 原 模型 要 求 目 标 函 数 实现 最 大 化 ,如 何 将 其 化 为 最 小 问题 ? 


4 PARTH AHE 107 


这 种 情况 下 ,可 将 原 模型 中 的 目标 函数 式 CX 前 加 负 号 , 变 为 -~ CX, K min( - CX), 再 将 

所 得 的 最 小 值 反 号 , 即 为 所 求 。 即 有 
max(CX)= —[min( — CX)] 
(2) 者 原 模 型 中 某 个 目标 函数 系数 为 负 , Wier t t 21? 
例如 ,有 min z=2zi 一 4z2+6x3, 因 为 cy= 一 4, 令 x1;=1- yz, 其 中 y=0 或 1, 则 有 
min z=2z-—4(1-y,;)+6ríÍ =2z/+4y;, +6r;—4 

也 就 是 说 , 用 新 的 0-1 变量 取代 了 原来 的 0-1 变量 ra, LEHE E š AA =: %*£ 3F A E 
的 。 需 要 注意 的 是 ,各 约束 条件 中 的 x; BEREC 一 ya)。 

(3) 若 原 模型 中 约束 条 件 为 “过 "不 等 式 或 等 式 ,如何 将 其 化 为 " 伍 " 不 等 式 ? 

震 原 模型 中 约 东 条 件 为 "过 "不等式 ,有 


e 2> atj Sb; 
URREZ HEA A, EREE 


车 原 模型 中 约 东 条 件 为 等 式 ,有 


则 先 将 其 变 为 两 个 不 等 式 , 有 


Q; = 一 b; + 5 a;r;=0 


i=] 


Q; = — b; + > ar; 0 


j=l 


再 将 土 述 不 等 式 Qi 的 两 新 同 襟 以 一 1, 可 得 


Q”, = b; 一 2 a;r; = 


j=} 


RE, MRAR- Sk 2 T AER [ AMA TATEARI Q; 55 Qo 
4.5.3 隐 枚 举 法 的 基本 原理 与 步 邓 


下 面 结合 一 个 例题 加 以 介绍 。 
【 例 4.9】 求解 如 下 的 0-1 规划 问题 : 
min z= 4x t 3r tir, 
2zi- 5r +t3r,; S4 
4r t rt 3r;=3 
Ty + z=s=:1 
zj 二 0 或 1 (j =1,2,3) 
1. 把 0-1 规划 的 数学 模型 化 成 标准 形式 ， 
min z =ár) 十 考区 7 +23 
Q =4-—-2xz, + 5=xz;— 3zr,=0 
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Q, = —3+4r1t+ r; t3rz; 20 

Q; = —-1+ z> + r320 

z; =0 31 (j =1,2,3) 
求解 过 程 参 见 图 4.14. 


2. 判断 无 约束 下 最 优 解 (0,0,0)5 即 节点 1 是 否 是 sf 
可 行 解 ? s: 
显然 , (0,0,0)7 是 无 约束 条 件 下 的 最 优 解 ,车 它 能 SCARA 
使 各 约束 式 得 到 满足 , 则 它 必 是 0-1 规划 原 问题 的 最 优 
i. RIFTA 
本 例 中 把 (0,0,0)' 代入 各 约束 式 , 得 4.14 
Q, =4=0 
Q= -3 
Q= -1 


称 无 约 东 下 最 优点 (0,0,0) 为 节点 1, 现 已 知 节点 1 不 是 可 行 解 。 

3. 判断 由 节点 1 继续 分 支 ,能 否 得 到 可 行 解 ? 

判断 的 方法 是 ,在 各 个 不 满足 的 约 东 中 , 令 每 个 正 系数 的 变量 都 为 1, 看 是 否 可 使 原来 不 
满足 的 约 东 条 件 变 为 满足 。 如 是 , 则 由 节点 1 继续 分 支 下 去 ,可 能 得 到 可 行 解 ;如 否 , 则 不 必 由 
节点 1 再 分 支 下 去 , 因为 由 节点 1 不 可 能 引出 可 行 解 。 

本 例 中 , 原来 有 的 约 东 式 Q;, Q, 不 满足 。 在 Q, 中 , 令 r= r= rl, Q,=5>0;#E 
Qi 中 , 令 zz=xzs=1l, 得 Qi=1>0, 故 令 一 些 变量 为 1 可 使 两 个 不 满足 的 约 东 都 变 为 满足 , 这 
说 明 从 节点 1 分 支 可 能 得 到 可 行 解 。 

从 节点 1 继续 分 支 的 目的 , 是 为 了 得 到 第 一 个 可 行 解 。 

4. 和 谷 分 支 ,必须 从 某 个 不 满足 的 约 率 的 系数 为 正 值 的 变量 中 , 选择 一 个 自由 变量 ri 作 非 
自由 变量 。 

所 谓 自 由 变量 ,就 是 没有 规定 其 特定 值 (0 与 1 中 的 一 个 ) 的 变量 ;而 被 赋 子 特定 值 (0 与 1 
中 的 一 个 ) 的 变量 称 为 非 自 由 变量 。 

在 节点 1 处 , rp x2, x3 均 为 自由 变量 ,可 从 中 挑选 一 个 z, 挑选 的 原则 是 ,z= 1 应 使 所 
有 的 约 东 离 可 行 性 的 总 距离 为 最 小 。 

EAF, ES x1 =1(zx2= =,=0), WI 

Q1=2, 其 离 可 行 性 的 距离 用 0 表示 ; 

Q;= 1, 其 离 可 行 性 的 距离 用 0 表示 ; 

Q= 一 1, 其 离 可 行 性 的 距离 用 1 即 |Q, | 表示 。 
因此 ,者 令 x1=1, 则 所 有 约束 离 可 行 性 的 总 距离 为 1。 

HETE, E xz2=1(zxi= xz3=0), 则 所 有 约束 高 可 行 性 的 总 距离 为 2; 若 zy3= 1(z = zr; 
=0), 则 所 有 约束 离 可 行 性 的 总 距离 为 0。 

因此 , 选 zs 作 非 自由 变量 ,可 使 所 有 约束 离 可 行 性 的 总 距离 为 最 小 。 

5. 从 节点 1 分 支 ,规定 非 自 由 变量 >+ =1, 得 到 节点 2。 

规定 非 自 由 变量 x;=1, 自 由 变量 > = xz,=0, 得 到 节点 2。 检验 节点 2, 它 满足 各 约束 ， 
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是 可 行 解 ,得 到 x = 2, AEEA EIR BJ By e B| +T WE G A Pn PR RHE, 

6. 由 市 点 2 退回 到 节点 1, 从 节点 1 再 分 支 :规定 非 自由 变量 > =0, 得 到 节点 3。 规 定 非 
自由 变量 rs=0, 自 由 变量 >z = x;=0, 得 到 节点 3, 检验 节点 3, 不 是 可 行 解 。 

7. 在 已 得 到 迄今 为 止 最 好 的 可 行 解 的 情况 下 , 判断 各 节点 是 否 继续 分 支 ? 

判断 准则 是 : 若 继续 分 支 可 能 得 到 比 记 今 为 止 最 好 的 可 行 解 更 好 的 可 行 解 , 则 继续 分 支 ; 
否则 , 便 停止 分 支 。 

(1) 由 可 行 解 万 点 2 是 否 继 续 分 支 ? 

由 节点 2 继续 分 支 ,意味 着 在 保持 非 自由 变量 zx3= 1 的 基础 上 , 令 原 来 为 0 的 某 个 其 他 变 
景 等 于 1, 而 这 样 只 会 增加 目标 函数 的 值 ,不 会 得 到 比 z =2 更 小 的 值 。 故 由 节点 2 不 再 继续 
分 支 , 即 由 节点 2 可 能 得 到 的 所 有 的 解 已 被 隐 术 举 了 。 

(2) 由 不 可 行 解 节点 3 是 否 和 继续 分 支 ? 

由 节点 3 继续 分 支 的 目的 ,不 是 为 了 得 到 一 般 的 可 行 解 ,而 是 要 得 到 优 于 z =2 的 可 行 解 。 

要 继续 分 支 , 首先 必须 有 一 个 符合 某 些 条 件 的 自由 变 景 的 下 标 集合 T, 以 使 从 中 挑 出 一 
个 作 非 自由 变量 。 对 节点 3 而 言 , 非 自由 变量 r, 自由 变量 是 ri rz, 那么 rr 的 下 标 是 否 
能 进入 T 集合 呢 ?” 因 为 此 前 已 求 出 迄今 为 止 最 好 的 目标 函数 值 ==2, 故 只 有 那些 可 能 使 问 
题 得 到 优 于 = =2 的 可 行 解 的 自由 变量 才能 进入 T, 而 不 是 当前 所 有 自由 变量 均 属 于 T. W 
么 ,自由 变量 要 进入 T, 必须 满足 哪些 条 件 呢 ? 必须 满足 的 条 件 之 一 是 :该 变 最 在 不 满足 的 革 
个 约 东 中 有 一 个 正 的 系数 ;条件 之 二 是 :该 变量 在 目标 函数 中 的 系数 应 小 于 W, W = x 
~ uciris 式 中 的 = 是 馆 今 为 止 最 好 的 目标 函数 值 , S 是 非 自 由 变量 的 下 标的 集合 。 本 例 中 ， 


多 =2-csrs=2-2x0=2。 在 节点 3 处 ,变量 ri, z, 均 满足 上 述 条 件 之 一 ,但 均 不 满足 条 件 
之 二 , 故 T=$, 即 由 节点 3 继续 分 支 不 可 能 得 到 比 z =2 更 好 的 目标 函数 值 了 , 因此 由 节点 3 
不 再 分 支 。 

至 此 ,各 节点 都 已 查 明 ,都 没有 必要 继续 分 支 了 , 故 得 到 0-1 规划 的 最 优 解 ;7 = 0, z, = 
0, r3=1, 目标 函数 最 小 值 为 2。 

本 例题 中 , 在 节点 3 处 ,了 是 空 集 , 故 由 节点 3 不 再 分 支 。 对 一 般 问 题 而 言 , 若 T 非 空 集 ， 
则 分 别 令 了 中 各 个 变量 为 1, RE T 中 使 所 有 约束 离 可 行 性 的 总 距离 最 小 的 变量 ri( 像 在 节 
点 1 处 曾经 做 过 的 那样 ), 然后 把 下 标 AEAT 中 消去 , 加 入 到 集合 S 中 , 可 继续 分 支 。 这 
样 ,一 直 进 行 到 不 可 能 或 不 必要 再 继续 分 支 为 止 。 


4.5.4 求解 0-1 规划 的 男 一 种 隐 相 举 法 


这 里 介绍 的 是 一 种 简单 方便 、 常 用 于 手 算 或 求解 小 规模 问题 的 方法 。 
[B] 4.10] 

max z= 3r- 2771+ SI3 

Tı t Žr- rí 2 

z + 4r, + Ti 

Titra 


zi=0 或 1 (j=1,2,3) 
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(1) 先 用 试探 的 方法 找 出 一 个 初始 可 行 解 。 
比如 , ril=1l,rz=z3=0, 就 符合 所 有 约束 条 件 , 其 目标 函数 值 =o = 3。 
(2) 在 原 问题 的 基础 上 ,增加 一 个 约 东 条 件 一 一 过 滤 条 件 。 
过 滤 条 件 是 
Jri -2r + 5r323 
这 是 因为 初始 可 行 解 的 目标 函数 值 已 为 3。 要 继续 寻找 的 当然 是 大 于 3 的 可 行 的 目标 函 
数值 , EE, PRASA: 


max z =3z -—2z>+5z=;5 


sS. t. r y +2x,;- X32 (4.5.1) 
Ti tAr, + z,4 (4.5.2) 
tit 了 ys (4.5.3) 


3z -—2rxz;+5z,Z3 
xi=0 或 1 (;j=1,2,3) 
(3) 求解 上 述 问题 
按照 穷 举 法 的 思路 , 依次 检查 各 种 变量 组 合 , 每 找到 一 个 可 行 解 , 求 出 它 的 目标 函数 值 zi 
后 , 如果 z> zo, 则 将 原来 的 讨 滤 条 件 的 常数 项 换 成 z, 
一 般 来 说 ,过 滤 条 件 是 所 有 约束 条 件 中 关键 的 一 个 , 因而 先 检查 它 是 否 满 足 , 如 不 满足 ,其 
他 的 约 东 条 件 也 就 不 必 检查 了 。 
求解 过 程 见 表 4.9。 该 表 中 的 约束 条件 外, 0, 回 分 别 为 式 (4.5.1) 一 (4.5.3), 约束 条 件 


ORZ F. 
E 4.9 


EEF -Jr + 5x=3 
x 
N 
Jri 一 2r; + 5ríZ%5 


Jri = 2ra + 5r,=8 
x 
x< 


表 中 ,“x "号 表示 相应 的 约束 条 件 不 满足 ,"\ “号 表示 相应 的 约束 条 件 满足 。 
上 述 求解 0-1 规划 的 简便 方法 比 传统 的 穷 举 法 计算 效率 要 高 。 
本 例题 的 最 优 结果 是 : 


r= x3= 1, z:=0, max z=8 
习 — Es 
1. 求解 


4 分 支 定 界 和 隐 式 笋 举 


min z= ~ $z; + x32+ lÜzr,- zrat z; 
s.t. — xí 3a t 5ra- t4- 4r =0 
-2zi -zıt 3ra- 2r- 2r;S& -4 
— r} t 2z t z4- rs=2 
x;= 0,1; íi=1,2,3,4,5 


2. 求解 
max z= ry + 3r + lr 
s.t. 2zxí(+4x+8=z;=z15 
qad 
z:&2 
x|3/2 
z, =0 整数 ，i =1,2,3 
3. 求解 : 


max z= 2z; t 3r; +4Tt3+ 7r 
s.t. xı tør t2r,+t8xr,=16 
z y+2x>—6zxzy+7xr /=3 
n20 整数 ，i =1,2,3,4 
4. 用 分 支 定 界 法 求解 
max z= r, + Zx> 
s.t. Z+ r,=<0.9 
一 立交 1 一 r>==0.2 
x=, z+ 0, 整数 
5. 用 分 支 定 界 法 求解 
max z = 3r; + 3:<&á> f xy 
st xT x+ 2xr <4 
-3r + 4xr,=<2 
2I1+ r, — 3z,=-3 
Ii 320, 整数 , r0 
6. 用 隐 校 举 靶 求解 下 列 0-1 规划 问题 


(1) 
max z = 2r; £t 5z;y-—3xr,+ drs 
3x -2x2 + Tr3- Srtdrs6 
x1— Ta +2; -4r +20 
ri=0 3k 1 (j=1,2,3,4,5) 

(2) 


min = 2r t 5r, t 33t 4r; 
—4xi t rat tat x =Ü 
-2x1 tdrt 2x; t 4r 24 
tyit r- rat r ,2:1 
z;=0 3 1, (; =1,2,3,4) 


lli 
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5 不 完全 枚 举 法 


“ 枚 举 " 一 词 来 自 组 全 数学, 意思 是 离散 集合 中 成 员 的 记 数 与 罗列 。 在 数学 规划 中 ,“ 枚 举 ” 
被 理解 为 可 行 解 的 罗列 并 按 目标 函数 进行 比较 。 在 这 种 意义 下 , 不 完全 枚 举 算法 就 是 在 可 行 
解 集合 中 找 出 部 分 (离散 的 ) 解 并 进行 比较 ,从 而 获得 该 子 集 的 (局 部 ) 最 优 解 ,然后 给 出 局 部 最 
优 解 与 全 局 最 优 解 的 某 种 关系 。 

如 果 采 用 上 述 定 义 ,那么 许多 最 优化 算法 ,如 以 遗传 算法 为 代表 的 各 种 演化 算法 ,都 属于 
不 完全 枚 举 算法 。 

不 完全 榴 举 法 最 诱 人 的 优点 ,是 对 NP 问题 能 给 出 一 个 多 项 式 时间 的 算法 ,一 般 是 给 出 一 
个 概率 统计 意义 下 的 多 项 式 时 间 算 法 。 采 用 不 完全 枚 举 算法 求解 , 不 存在 计算 机 能 否 实现 的 
问题 。 它 需要 的 操作 数 是 计算 机 可 以 接受 的 。 

不 完全 枚 举 法 的 难点 在 于 如 何 估计 局 部 最 优 解 对 全 局 最 优 解 的 误差 , 或 如 何 论证 它 至 少 
为 概率 统计 意义 下 的 多 项 式 时 间 算 法 。 高 明 的 计算 方法 研究 人 员 不 难 设计 出 一 个 不 完全 枚 举 
算法 ;但 设计 出 来 的 算法 倘若 还 未 解决 上 述 “ 可 信赖 "问题 , 研究 工作 就 不 能 停止 。 

由 第 2 章 知 道 ,单纯 形 法 在 几何 上 可 解释 为 寻找 n 维 空间 凸 多 面体 最 高 (或 最 低 ) 顶 点 的 
过 程 ,寻找 的 办 法 是 由 一 个 顶点 跃迁 到 另 一 个 项 点。 因此 单纯 形 法 可 认为 是 (连续 ) 线 性 规划 
的 隐 式 枚 举 算法 。 它 是 1947 年 由 G.B.Dantzig 提出 的 。1972 年 Klee 和 Minty 用 反例 证 明 单 
纯 形 法 不 是 一 个 多 项 式 时 间 算法 。1983 年 S.Smale 才 证 明 单纯 形 法 在 概率 统计 意义 下 是 多 
项 式 时 间 算 法 。 理 论 和 实践 的 探索 研究 过 程 长 达 36 年 之 久 。 

在 整数 规划 中 , 多 数 不 完 全 枚 举 算法 的 计算 复杂 性 都 是 令 人 满意 的 ,但 解答 的 可 信赖 程度 
需要 仔细 研究 。 也 就 是 要 仔细 考察 局 部 最 优 解 (或 称 准 最 优 解 ) 对 全 局 最 优 解 的 关系 。 研 究 这 
种 关系 的 途径 大 致 有 两 种 。 

第 一 种 途径 是 将 准 优 解 看 做 全 局 最 优 解 的 数值 近似 而 估计 其 误差 的 变化 趋势 。 设 表征 问 
题 大 小 规模 的 变量 数目 为 n, Z, 为 局 部 最 优 解 , Z* 为 全 局 最 优 解 , 则 “Zz, 在 数值 上 逼近 于 
ZF "这 句 话 至 少 意味 着 极限 等 式 


- 7" p 
lim 22l o (5.1.1) 


== 20 


REF | | 表示 某 种 范 数 。 

第 二 条 途径 是 不 考虑 等 式 (5.1.1) 的 证 明 , 而 是 对 不 同 的 n 做 大 景 随 机 实验 , 统计 出 多 少 
情况 出 现 Z, = Z* 。 如 果 绝 大 多 数 情 况 都 表明 Z. = Z* ,再 在 某 些 合理 的 设 定 条 件 下 估计 Z, 
=Z 的 概率 pp (ZEZ). 3 

limp,(Z,=Z”)=0 
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时 ,认为 Z, 在 概率 统计 意义 下 通 近 Z "; 亦 即 Z, 是 Z "的 一 种 (概率 ) 统 计 近 似 。 
多 数 行 之 有 效 的 整数 规划 不 完全 枚 举 解 法 是 统计 近似 解法 。 


5.2 大 型 背包 问题 的 不 完全 枚 举 解 法 


考虑 背包 问题 (KP) 


ma (Dwal 792; < V, z Roma), 
其 中 所 有 的 系数 w., v 和 Y 都 是 正 整数 。 记 (KP) 的 线性 规划 松弛 问题 为 (LKP): 


max (È wal Dw < Vv, 0=<=z, <1,j= l n), 
不 妨 设 ， 赤 量 已 经 过 适当 的 排列 ， 使 得 
> 
U] 2 Un 


则 容易 证 明 , (LKP) 的 最 优 解 必 可 取 为 如 下 形式 :(1,…,1,4,0,…,0), 其 中 某 个 r, = Ao 
称 此 指标 r 为 问题 (KP) 的 界 标 。 设 (KP) 的 最 优 解 为 x" ,定义 
j =min|j|zx; =0, 1=<;=nl, 
j =max1j|z; =1, 1=Jj=n|l, 
j= min}; ,7 l, 
j2=maxly’ sj hs 
k= tjrjitl, jal. 
称 为 (KP) 的 一 个 核 。 通 党 有 jj j = DRRR, x" EI FE: (1,1, 0, 
…,0)。 假 如 (KP) 的 最 优 解 不 惟一 , 取 x "是 使 (j, 一 让) 最 小 的 最 优 和解 。 称 (j; 一 六) 为 (KP) 的 
核 长 。 称 子 问题 ， 


max (Zw | Dva < V = D rij 取 0 或 1| 
为 (KP) 的 核心 问题 , 记 作 (CKP)。 显 然 , (KP) 和 (CKP) 等 价 。 
Balas 和 Zemel 作 过 统计 试验 ,随机 生成 100 个 都 含有 10000 个 变量 的 背包 问题 ,发现 除 
极 少数 问题 外 , 核 长 邦 不 超过 2$。 并 且 发 现 , 当 变 量 的 数目 足够 大 以 后 , 核 长 的 平均 值 与 变量 
的 数目 无 和 天。 同时 , 他们 也 用 概率 论 中 的 方法 ,证 明了 以 上 事实 。 由 此 提出 了 一 个 解 大 规模 的 
育 包 问 题 的 近似 算法 。 它 的 基本 步骤 如 下 : 
步骤 1 排列 变量 ,使 满足 


m m... > 


[eA i pr U 
F2 解 (LKP), 设 它 的 最 优 解 为 x, 界 标 为 +。 
步骤 3 选取 一 个 适当 的 正 整 数 9( 一 般 可 取 8 = 12)。 
PA 定义 
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二 | fr etler ],r rtl rt ri, 
站 二 | 让 
[o= |r+1,r+2,.…,r+0}. 
步骤 5 计算 : 
v; TEAT v= mn 
步骤 6 对 每 一 个 iE 了 ,定义 
= | U; + U, Zp 当 mi + m zr, Su), 
"o lu-s0-zx), 相反. 
u 当 v 宇 wv 时 ， 
.=| 


“0 Xu; < u. 

步骤 7 置 x* 如下， 
二 -| 当 ; >r 时 ， 
Ü, 24 j= r 时 . 


步骤 8 车 i= r, 则 步骤 终止 ,zx " 便 是 要 求 的 (近似 最 优 ) 解 。 相 反 , 进行 步骤 9。 
步骤 9 检查 是 否 存 在 某 个 上 E Jo， 使 得 nsp EE, METER 10; 香 则 i + 1 一 i, 然 
后 转 到 步骤 8。 
步骤 10 ExT: 
， 当天 = 时 ， 
当 j= 时， 
当 j=r, 且 w+ u, r, hi, 
当 ) =r, 且 + o, z, > oÍ, 
jr 时， 
步骤 11 车 yuwizi > Dlwz”, 则 用 x 代替 x" ,i +1 一 i, 然 后 转 到 步骤 8; 若 》)w z, 


< Pwr; W i+1>i, 然 后 转 到 步 台 8。 


k. 


Mi 


= 


J 


= 


0 
1 
=4 0 
1 
z 


5.3 一 维 切 材 问 题 的 不 完全 枚 举 解法 


5.3.1 切 材 余 量 和 切 材 矩阵 


典型 的 一 维 切 材 问 题 在 1.7 节 已 经 提出 。 但 1.7 节 归 纳 的 数学 模型 是 待定 参数 的 线性 规 
划 模 型 ,2.9 节 对 这 种 模型 给 出 列 生 成 解法 。 

现在 给 出 一 种 0-1 规划 模型 。 沿 用 1.7 节 的 记号 , 令 原 材料 长 度 为 !; 坯 料 长 度 分 别 为 
I, latt, lm 对 应 的 坯料 需要 晤 分 别 为 bi, br, bmo B 


# = 


Ë 


i=1 
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表示 坯料 的 总 数 ,点 表示 第 i 根 坯 料 的 长 度 。 显 然 有 
t =l Yi:l&i<n 3;:1=<;=m. 
不 失 一 般 性 ,可 假定 1;(i= 1,2,…,n) 为 正 整 数 。 以 dx ER to too ta 的 最 大 公约 数 。 
可 以 接任 意 次 序 排列 这 n 根 坯 料 , 设 L dat L, 接 长 度 递减 顺序 排列 : 
L>h> >i., 
则 不 完全 枚 举 法 常用 的 排列 z, 是 分 段 递 减 排列 。 如 4b, 宇 2 (i =1,2,…, m), RHES x, 是 


uS EES = Èis E+ = hz, dan E = P- fm +F its lin igi 


显然 ,对 n 根 坛 料 的 任 一 种 排列 , 均 有 自然 假定 
上 ST 
i=j 
ENM 5.1 E n BER — AHF z, EA 
Val) = (tis tasts in)" 
叫做 坯料 任务 ,其 中 证 AR RRE, ARAHAN] x BF, V,(z) 简 单 地 记 作 Vno V, 
的 子 集 叫 子 还 料 任务 。 


把 y ERU tetni JORKE, V, 也 可 以 叫做 任务 向 量 。 
定义 5.2 给 定 正 整数 i. 


x... =< {| 
叫做 长 ! 杆 材 的 第 i 种 单 切 方式 ,或 简称 之 为 单 切 方 式 p; 1, 其 中 aj 是 0-1 变量 ciE 10,11。 
单 切 方式 p TRATAR. 
定义 5.3 完成 坯料 任务 V, 的 上 种 单 切 方式 的 集合 
Pi, 


Pv, = |”! |= P: 


Pi, í 7 | Ailtis Ga;zt2, s Qinin 


Pk, 
叫做 v. 的 切 材 方式 。 
定义 5,4 对 单 切 方式 p, ,最 


ELi = Í 一 Dow, 
叫做 杆 材 [ 的 第 i 种 切 方式 的 单 切 余 量 ,简称 单 切 余 量 ejo 
两 种 切 材 方式 被 看 作 一 样 的 ,如果 它 们 的 每 次 单 切 余 量 都 相等 。 
定义 5.5 切 材 方式 PV o 站 ) 的 全 部 单 切 余 量 之 和 


k 
e = e(P*) = 2) E; 1 
叫做 Pt(V,, 7) 的 切 材 余 量 。 


从 定义 5.2 和 5.3 容易 看 出 , 切 材 方式 Pr 是 以 pro pno 大 为 行 问 量 的 开关 天 E 
P£. 
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aiti CQizt2 v ata 


p: e aajt dta Apt 
ao *” + & 
apiti 人 RE 77 Qinin 
0-1 矩阵 
qH “12 (Tina 
üa dn An 
An = , 


aki Uk2 O dia 
叫做 切 材 矩阵 , 其 中 每 一 行 都 叫做 单 切 行 。 任 务 向 量 V, 给 定 后 , UI Jy zk Sú 2 HE E EF ü 
E. $ 


A$ i; 一 《ail， a2” Qi) I, = (1, osos, l); L, = H; = (L, ur D (5.3.1) 
n 
则 有 
VS (er ET Iy "sy Ex 1) = L, 一 AtV,, en = ICL, z AnVa) ` (5.3.2) 
在 上 述 定 义 和 记 号 下 ,一 维 切 材 问 题 可 等 价 地 被 描述 成 
min & 
n 246 < lay € 10,1|,i = 1,2,=-,P, (5.3.3) 


Sla; aigeal? n: 
注意 ,问题 (5.3.3) 中 a; 也 是 未 知 的 0-1 变量 ,而 目标 函数 是 完成 坯料 任务 V, 的 最 少 单 切 方 
式 数 目 。(5.3.3) 的 解 可 能 不 惟一 。 对 应 于 (5.3.3) 之 解 的 每 种 切 材 方式 PA(V,, !)uj li E tt 
切 材 方式 , 其 切 材 矩阵 则 做 最 优 切 材 矩 阵 ,k " = min k 叫做 最 少 耗 材 量 。 
定理 5,1 切 材 方式 Pr 为 最 优 的 , 当 且 仅 当 其 切 材 余 量 er 为 最 小 时 。 
证 明 ; 从 公式 (5.3.2) 及 问题 (5.3.3) 的 约束 知 


=IT(L,— AtV,)= ITL, — ITAEV, = kl — ya = kl — Yi. (5.3.4) 
i=] jæ] = 1 
显然 , 按 等 式 (5.3.4), min £ 等 价 于 min eè. 


推论 5.1 切 材 方式 pi 为 最 优 的 , 当 且 仅 当 其 平均 切 材 余 量 ee = 2 / k 为 最 小 时 
证 明 ; 由 等 式 {5.3.4)， 


min Ë 亦 与 min e = Ur. 
推论 s.2 切 材 方式 pt 为 最 优 的 ,如 果 其 切 材 余 量 A 小 于 杆 长 1。 
uEBH.2r et < MMA (5.3.4)34 


(k-1)i< Sis 
j=l 
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这 说 明 -1 根 杆 材 不 能 完成 坯料 任务 Vao 
定理 5.1 表明 在 坯料 任 委 给 定 后 ,最 小 耗材 量 和 最 小 切 材 余 量 都 是 惟一 的 。 
定理 5.2 令 


ko=[y1, y= 2 tj» d) ( V,) = kol 一 | 
切 材 余 量 et 和 平均 切 材 余 量 et 分 别 在 由 n - ko + 1 个 数组 成 的 有 限 集合 内 取 其 值 , 即 
eeEld(V) tii=0,1,.…,n— kol 


dil V, ) + il 


pti i=0,1,. “= l- Da/lhot l); i = 0,1,.…,n — ko} 


(a) 


eE 


ER y | 表示 不 小 于 y 的 最 小 整数 。 
证 明 :假定 正 整数 ec 满足 
> = e+ f,c >l, 0=< f< i. 
有 F 
k= c+ 0( f), 3( f) = N 人 dV =- f. 

当 ko 根 杆 材 正 好 完成 坯料 任务 Vo’ MHRA er = d,(V,)。 另 一 方面 , 按 自 然 假定 ,nn 
根 坏 料 最 多 用 根 杆 材 切 出 。 因 此 et 和 et 在 集 人 台 (5.3.5) 中 取 其 值 。 

ko 叫做 临界 耗材 量 。 

定理 5.2 表明 问题 (5.3.3) 是 一 个 组 侣 优化 问题 。 

按 定 义 5.5, 切 材 余 量 是 单 切 余 量 之 和 。 自 然 提 出 一 个 问题 :如果 每 次 单 切 的 余 量 都 最 
小 , 间 坯 料 任务 完成 后 切 材 余 其 是否 最 小 。 回 答 是 否定 的 。 例 如 , 假定 1 = 35, 坯料 任务 V= 
(20, 11,20,11,20,11)7. 第 一 次 最 优 单 切 方 式 是 

P, =(0,11,0,11,0,11), 
H 811=2。 然 而 以 后 的 单 切 方 式 只 能 分 别 是 
P. := (20,0,0,0,0,0), P, =(0,0,20,0,0,0), P, ,= (0,0, 0,0,20,0). 
耗费 4 根 杆 烤 , 切 材 余 量 为 47, 这 显然 是 错误 的 。 最 优 切 材 方 式 应 该 是 
Pı = (20,11,0,0,0,0), P; /=(0,0,20,11,0,0), P, ,= {0,0,0,0,20,11). 

只 耗费 3 根 杆 材 , 切 材 余 量 为 12。 

还 有 ,具有 相同 单 切 余 量 的 不 同 坯料 组 合 , 可 能 导致 不 同 的 耗材 量 。 例 如 , i = 35, V, = 
(20, 13, 10, 20, 10, 20)'。 车 Pı = (20, 13,0,0,0,0), e1,1=2, 则 耗费 3 根 杆 材 ,如 果 Pi ,= 
(0，13,10,0,10,0),e] ,=2, 则 耗费 4 根 杆 材 。 

不 这, 从 最 小 单 切 余 量 通常 可 产生 较 好 的 切 材 方式 。 

定义 5.6 在 第 ;次 单 切 方式 中 , 对 应 于 最 小 单 切 余 量 的 单 切 方式 叫做 (第 i 次 ) 最 优 单 
切 方式 , 记 为 pi 1; 最 优 单 切 方 式 p? ,产生 的 单 切 余 量 叫做 (第 i 次 ) 最 优 单 切 余 景 es Q 

最 优 单 切 余 量 e z ,是 惟一 的 ,但 最 优 单 切 方式 却 不 一 定 。 

定理 $.3 如 果 坯 料 任务 V, 逐次 用 最 优 单 切 方式 完成 , 则 这 些 最 优 单 切 方式 和 最 优 单 切 
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余 量 具有 下 述 性 质 ， 

(|) 最 优 单 切 方式 pi; ,产生 的 最 优 单 切 余 量 

sp <1/2,i=1,2,-"-, 

除非 i 是 最 后 一 次 单 切 ; 

(j ) 对 i 宇 1, 最 优 单 切 余 量 e PRF er 

(D 车 j>i， 则 最 优 单 切 方 式 PP 的 任何 坯料 的 长 度 大 于 最 优 单 切 余 量 seo 

证 明 : 令 V, ;为 第 ; 次 最 优 单 切 后 的 子 坯 料 任 务 。 显 然 ， 

Vul I V. aa 1 1: 

利用 定义 5.6, 这 直接 推出 绪论 (让 M). 

现在 假设 se,; 兰 !/2, 则 由 定义 5$.6 知 Vi+i 中 任何 最 优 单 切 方式 的 余 量 不 小 于 1/2。 这 
是 不 可 能 的 ,除非 i 是 最 后 一 次 单 切 。 结 论 iE, 

HAED, IF i21, phano Piran “中 任何 坯料 不 可 能 用 e; JH, 

定理 5.4 如 果 坯 料 任务 V, 逐次 用 最 优 单 切 方式 完成 , 则 耗材 量 不 大 于 2ko, 其 中 ko 为 
临界 耗材 量 。 

证 明 :假定 坯料 任务 和 逐次 用 最 优 单 切 方式 完成 后 的 耗材 量 为 上 . 利用 自然 假定 和 定理 5.3 
的 性 质 ( | ), 知 切 材 余 量 


A 21t/2+ 4/2 + 1/2, 
于 是 


Jai 


再 利用 定理 5.2 和 定义 5.5, 得 到 


(2k +1)22 5+L= Dt+h-e+t+l>k, 
j=1 


j=l 
因此 
2ko+ 1>k,kE2ko. 
接近 极限 25, 是 可 能 的 。 例 如 , 设 坯料 任务 
V, = (ttti=LA2+ei=12 n,n AAK, <E <n) 
HEHH k TRE n, Et 
ko= (n+1)/2,2k0=n+1. 
k 5 2k 的 差别 仅 为 1。 
定理 5,5 W ef 为 坯料 任务 V, 的 第 一 次 最 优 单 切 余 量 。 则 完成 坯料 任务 v. 至 少 需 要 


ko=[zl[z = 14/(1 - ei) 根 杆 材 ,其 中 1 是 杆 长 ,i 是 坯料 长 度 。 
证 明 , 设 为 pt( Vao 1) 任意 切 材 方式 且 
8 a= ko > -et (0= 0 < 1). 
由 定义 5.6 知 单 切 余 量 a s k) AE 
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H k 
kyll- et- alein 216 = Uee LER- er), k 2 ko. 
j=] i=1 


推论 5.3 HHFA P; 是 最 优 的 ,如 果 其 切 材 余 量 ex 小 于 !+ (kh 一 1)err。 
证 明 : 定 义 5.6 表明 P 的 切 材 余 量 


k k 
eh= De et = keri. 
i=l i=l 
Frsl- ATIR RU TREES v, 的 最 小 耗材 量 是 一 样 的 。 如 果 e = 一 
ke? < 1 -eri 则 由 推论 5.2 知 Pt 是 最 优 的 。 
现在 将 杆 长 考虑 为 一 个 参数 6(8<1), 则 最 优 单 切 方式 p; * 和 最 优 单 切 余 量 ey 都 是 8 的 


变量 。 设 PCV., 89) 为 以 最 优 单 切 方式 逐次 完成 坯料 任务 的 切 材 方式 , 89 为 杆 长 , C8 是 PŠ: 
(V,, 名 ) 的 耗材 量 。 此 处 e° 是 序列 

>>... >>. =I, (5.3.6) 
的 第 i 次 杆 长 。& 是 坯料 的 一 个 组 合 长 度 , 如 e-l- einet 为 杆 长 了 的 第 一 最 优 单 切 余 
E. I, 是 坯料 的 最 大 长 度 。 对 坯料 任务 Ve, 首先 考虑 POl V, 8) 其 第 一 最 优 单 切 余 量 是 
eie REG =E- L e dm, 癌 是 除名 之 外 可 能 的 最 大 还 料 组 合 长 度 。 一 般 地 , 令 名 = 


i 一 J ü 
B- D eig- idu, BIDH p (v,, 6). W 
j=0 
C? = min|min( C$, C?, =, C9, e0, (5.3.7) 


则 CH <C, E" 20, P (Vp, 86.) 是 Pce( Vp, 8), PCV p, E9), =, POC Vp, 89), o PERT 
切 材 方式 。 

从 PS (Ws, 人 9* ) 中 取出 piee. 后 ,再 考虑 子 坯料 任务 Vi。 如 果 在 Vs -: 中 存在 一 根 坏 
料 1, 使 得 

LSH ti t+ w22 4 Eph (r=1,2, w) 1 <l <. S (5.3.8) 

则 Pie 的 坯料 ljo hja t L 应 当 用 I, 替代, 这 是 因为 J L, 的 组 合 灵 活性 比 Lh 

假定 所 有 形 如 (5.3.8) 的 赫 代 已 经 完成 。 类 似 于 (5,3.6) 一 (5.3.8) 的 过 程 也 可 以 对 子 坯 
料 任 务 V.,- V, ->; … 进 行 。 因此 ， 可 以 获得 

Ch =t rac trea Ch Ch, E. 

C 六 叫做 杆 长 总 的 理想 耗材 量 。 当 8&8 志 1 一 ef 时 , 它 可 以 被 期 望 为 最 小 耗材 量 。 

理想 耗材 量 被 近 亿 地 认为 是 最 小 耗材 量 。 当 然 , 这 种 近似 是 统计 意义 下 的 近似 , 因为 许多 
坏 料 的 组 合 在 选择 (5.3.7) 及 替代 (5.3.8) 中 没有 被 枚 举 。 


5.3.2 不 完全 枚 举 算法 


假定 任务 向量 v, 的 各 分 量 按 分 段 递减 z, 排列 。 这 种 排列 适合 于 求解 一 个 特殊 的 背包 
问题 , 该 背包 问题 等 价 于 求 最 优 单 切 方式 pz io 

求 最 优 单 切 方 式 的 一 般 提 法 如 下 :给 定 一 根 长 为 上 的 杆 材 及 任务 向 量 V-(r) = (t, tz 
…,t,) o RIH E 的 最 优 单 切 方式 使 其 单 切 余 量 最 小 。 设 0-1 变量 


120 整数 规 化 基础 


A 坯料 5 被 切 出 ， 
GO lo 坯料 O 未 被 切 出 ， 
则 上 述 问 题 等 价 于 
max Š = D 
s.t, a € 10,1|, ; = 1,2,-"", r. (5.3.9) 


jai 

显然 ,(5.3.9) 是 一 个 特殊 的 背包 问题 ,其 中 目标 函数 与 约 东 条 件 具 有 相同 的 表达 式 。5.2 
节 给 出 的 算法 内 需 稍 加 改动 即 适用 于 求解 问题 (5.3.9), 留 作 习题 。 

过 程 (5.3.6) 一 (5.3.8) 已 经 给 出 一 维 切 材 问题 的 一 个 具有 最 小 单 切 余 量 的 不 完全 枚 举 算 
法 。 该 算法 由 下 列 步 又 组 成 : f 

步骤 1 E, h=0,k* =2ko+1, k, =Lli/du], E= Edu, m =L- E, V= Vp 850, RP 
ko 为 临界 耗材 量 , ! 为 杆 长 , dy 为 坯料 长 度 的 最 大 公约 数 , V. 为 坯料 任务 ,LyjJ 表 示 不 大 于 yY 
的 最 大 整数 。 

步 又 2 用 最 优 单 切 方 式 p* (i = 1 2,…, 有 ) 逐 次 做 出 坯料 任务 V, 的 准 最 优 单 切 方式 
Ph, CE k 个 问题 (5.3.9) 的 解 。 由 于 定理 5.3.2 和 定理 5.3.4, 有 ko 三 上 过 2ko, Ph 的 切 材 


dill aiz Uln 

a2 ar Atn 
Àp = R 

(Ik j ak2 k n 


切 材 余 量 用 (5.3.2) 计 算 ， 
et Ir (Lk. 到 AuV,), 


— Rk 2 ' 
g, 一 er = en/ki, Em Rik E 


其 中 记号 p 和 的 定义 如 (5.3.1)。 通 常 ,sw = el (EN, REEE Ab 中 做 行 置换 使 
si es=esnm)。 设 
h=;h+l,e, = :en tE m Ee = Ea tE ne = :en H kjem. 
步骤 3 若 的 < 或 季 之 1+ (ki 一 1)en, 则 由 推论 5.3.2 或 推论 5.3.3 Sl k, 是 最 小 耗材 
量 , Ab Ek k Ui kB E, E 


hi=h,Ë "= biTs, h= S5, E m =s. e =e A "= 3) AZ: tA, 
下 本 二 
并 转向 出 口 。 否 则 转 同步 又 4。 
步骤 4 # kick — s, WE 


hi = h,k” =kits,h2=s,e a Ea € aF En A 5 a AT + Ab. 


PES 车 se <e”, 则 置 e =, t da =l- e n FRPR 2, EU PR 6. 
步骤 6 *# sk" 一 4, 则 置 
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s= api E=T=e u e u =s S y D aA A 

并 转向 步 台 7。 否则 转向 出 口 。 

步骤 7 HLEV, 按 长 度 顺序 校 核 等 式 (3.5.8)。 如 果 存 在 若干 等 式 , 则 完成 V, 与 p11， 
入”, 之 间 的 替换 。 

步骤 8 转向 步骤 2, 

算法 可 以 在 第 h 轮 完 成 坯料 任务 时 得 到 统计 近似 最 优 解 。 理 想 耗 材 量 和 近似 最 优 切 材 
矩阵 分 别 是 上 和 A". Eth 轮 完成 子 坯料 任务 。 因 为 每 完成 一 轮子 坯料 任务 大 约 需 要 
kok: 次 运算 , 且 


ko Delia Di / (duk), kk, ~ (>: Jdu) /ks = m? (Ë < aldu < l), 


所 以 不 完全 枚 举 算法 的 计算 复杂 性 为 O(n2L), 其 中 n 是 坯料 总 数 , 工 是 数据 的 二 进 制 
长 度 。 
>J 题 
1. 编写 近 伺 求解 背包 问题 (5.3.9) 的 基本 步骤 。 
2. 编制 一 维 切 材 问题 不 完全 枚 举 算法 的 计算 机 程序 。 
3. 设 1= 如 ,坯料 任务 Yof ri)= (25,20,11,25,20, 11,25,20,11)T。 用 不 完全 校 举 算 法 求 出 两 种 最 优 切 
材 方 式 并 进行 比较 。 


4. 设 1=61.5, 坯料 任 务 Vanofri) = (25 20,11,25,20,11,…,25,20,11)T。 用 不 完全 要 举 算法 求 出 准 最 
惰 切 材 方式 ;然后 用 列 生成 方法 (2.9 节 ) 校 核 它 为 最 优 切 材 方式 。 
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6 ”若干 特殊 的 整数 规划 


6.1 任务 安排 的 向 牙 利 民法 


实际 中 经 常会 遇 到 这 样 的 问题 ;有 n 项 不 同 的 任务 ,恰好 n 个 人 可 承担 这 些 任务 。 由 于 
每 个 人 的 专长 不 同 , 故 各 人 完成 不 同 任务 所 需 的 代价 (比如 时 间 ) 也 不 一 样 。 问 应 安排 哪个 人 
去 完成 哪 项 任务 , 可 使 完成 n 项 任务 所 需 的 总 代价 最 少 ? 这 样 一 类 问题 就 称 为 任务 安排 问 
题 。 下 面 来 写 出 其 数学 模型 。 


首先 设 0-1 变量 ri: 
gpa (1， 表示 安排 第 i 个 人 去 完成 第 项 任务 
š |o, 表示 不 安排 第 i 个 人 去 完成 第 ; 项 任务 
用 cy 表示 第 ; 个 人 完成 第 ; 任务 所 需 的 代价 数 。 这 里 ,变量 z tn x n 个 ,与 代价 系数 cj 一 一 
对 应 。 
目标 函数 


约束 条 件 ， 


z; =0 或 1 (i = 1,2,. 737 = 1,2,.…,n) 


约束 条 件 >) ri = ! 表示 每 项 任务 必须 目 只 能 有 一 个 人 承担 ;而 约束 条 件 X z =- 1 表 
示 每 个 人 必须 且 只 能 承担 一 项 任务 。 从 以 上 数学 模型 可 知 , 任务 安排 问题 是 特殊 的 0-1 规划 
问题 ,也 是 特殊 的 线性 规划 运输 问题 。 利 用 该 问题 的 特点 , 有 更 简便 的 解法 求解 这 类 问题 , E 
就 是 匈牙利 法 。 该 方法 的 得 名 是 因为 匈牙利 数学 家 狄 科 尼 格 (D. König) 为 发 展 这 个 方法 证 
明了 主要 定理 。 


6.1.1 代价 矩阵 


下 面 通 过 例子 来 说 明 。 
假定 代价 矩阵 为 
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Al 
A 
C=(c;)= A5 
A4 
As l4 3 5 5 
Ji Ja Ja Ja J; 
其 中 Al, A; Ap Ap As 表示 工作 人 员 , JoJoJsJeJs 表示 任务 , ci 为 第 i 个 工作 人 员 A; 从 
事 第 ) 项 任务 J; 的 代价 。 可 将 它 转化 为 与 之 等 价 的 问题 ,办 法 如 下 : 
(a) 取 和 矩阵 C 每 行 的 最 小 元 素 , 用 它 作为 减 数 ,该 行 所 有 元 束 减 去 该 数 ,这 样 一 来 , 每 行 就 
至 少 有 一 个 0 元素 。 
(b) 在 (a) 的 基础 上 , 每 列 减 去 该 列 的 最 小 元 素 , 结果 得 到 每 列 至 少 有 一 个 0 元素。 由 (a)， 
(DEIR, 执行 过 程 ， 


QN G Go & 


1 
5 
> 
4 


E£ w A + un 
SA C DA n 
fs w (n = 


3 5 5 4 111 2 4 4 3 O 14430 
8 4 5 5 54 40111 30111 
6 6 6 3 732e] 3 3 o 42h 3304 
6 3 3 4 4|3 30011 20011 
4 4 3 5 53 1 1 0 2 2 01022 
1 1]J5=1+4+3+3+3+1 


和 矩阵 外 的 数 1,4,3,3,3 分 别 是 第 1,2,3,4,5 行 的 最 小 元 素 , 和 矩阵 下 面 的 1 为 第 1 列 最 小 元 素 ， 
最 后 的 15 是 这 些 数 之 和 。 各 行 各 列 分 别 减 去 的 这 些 数 称 为 标志 数 。 


问题 转化 为 代价 矩阵 
A[1 4 4 3 0 
A 
C=(e)=A3 2 3 3 0 4 
44|2 0 O` 1 1 
Aslo 1 0 2 2 


Jr Ja dJa Ja Js 

的 任务 安排 问题 4C ”的 特点 是 每 行 每 列 都 有 0 元 素 ), 理由 是 ,上述 转 化 相当 于 A, 的 工作 代价 
一 律 降 1, A, 的 工作 代价 一 律 降 4, A3, A4, As 的 工作 代价 一 律 降 3。 同时 , 从 事 任 务 J, 的 工 
作 代 价 一 律 再 降 1。 由 于 任务 安排 4&, A: A. As, As 每 人 都 有 一 项 ， 且 仅 有 一 项 任务 , 每 项 
任务 都 有 一 人 且 仅 有 一 人 去 做 ,所 以 C 矩阵 的 任务 安排 问题 等 价 于 C 和 矩阵 的 任务 安排 问题 。 

任务 安排 问题 看 做 运输 问题 的 特殊 情形 。 痢 把 C EREMO NER, 其 道理 更 容易 理 
解 , 从 A; 发 出 的 运费 都 降 一 样 的 钱 ,进入 Bi 的 旅费 也 降 一 样 的 , 则 对 应 的 最 佳 运输 方案 也 必 
RE C 对 应 的 最 佳 运 输 方案 。 

C "有 许多 0 元素 ,每 行 每 列 至 少 有 一 个 0, 若 能 从 C' 中 取 5 个 0 元 素 , 使 得 每 行 每 列 都 正 
好 有 其 中 一 个 ,比如 ,C's Ca, Ca C a C isə MER CRH * 号 的 0, 其 所 在 行列 均 不 
相同 。 它 给 出 了 问题 的 最 优 解 :好 A, 从 事 Js A: AF Ja A, AF Ja, A 从 事 J], As 从 事 
Ji 代价 为 15。 
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这 5 个 0 元 素 是 通过 观察 法 得 到 的 , 当 问 题 规模 较 大 时 , 必须 有 一 种 算法 。 下 面 给 出 的 匈 
牙 利 算法 就 是 其 中 的 一 种 。 


6.1.2 科 尼 格 (Kinig) 定 理 


已 知 0-1 矩阵 4 = (ai ),xw, 可 适当 选择 若干 行 和 列 , 使 这 些 行 、 列 材 盖 4 的 所 有 元 素 1, 
办 法 不 惟一 。 其 中 存在 使 用 的 行 、 列 数 之 和 m 为 最 少 的 , 显然 m =n. 

另 一 方面 ,从 4 中 找 出 若干 元 素 1, 使 得 两 两 不 同行 也 不 同 列 , 其 中 必 存 在 这 样 的 1 最 多 
者 , 记 为 M, 即 从 4 中 可 选 出 对 个 元 素 1, 散布 在 4 中 ,使 得 每 行 每 列 最 多 只 有 其 中 的 1 Ta 
关于 m 和 JM 有 下 面 的 定理 。 

FERREE >= M 

证 明 : mM 是 显然 的 ,因为 m 条 线 就 能 覆盖 住所 有 1, 也 必然 能 覆盖 住 这 M 个 1 元 素 。 
所 以 只 要 证 明 MZ m 即 可 。 

设 这 m 条 线 中 有 条 是 行 ,ec 条 是 列 , 即 m= rte, PARER r ÎE in it, 行 ,ec 
MAB jjo sje Plo 

对 应 于 这 行 中 的 i; 有 

syAll| anul, lLÆj jats je | 
即 s 是 第 闵行 中 元 素 1 的 列 标 序列 , 但 不 包括 属于 ec 列 ;jj,j2，…,j 的 。 

于 是 对 5s1,s2,…,s;; 从 中 任 取 Sr) T EMES NARTA AATF k, E 
则 这 此 行 可 用 少 于 它 的 列 取 民 , 这 与 m = r + c 是 最 少 的 行列 数 蓝 盾 了 。 这 个 结论 对 于 1=< > 
<r 都 对 ,根据 图 论 中 的 匹配 理论 , 故 可 从 这 r 行 中 找到 7 个 1 分别 在 不 同 的 x 列 上 ,而 且 也 
不 在 jejo je 列 中 任何 一 列 上 。 

由 类 似 的 理由 可 知 ,从 j1,j2，…,j。 列 可 选 出 c 个 元 素 1 分别 在 不 同 的 ec E, 而且 也 不 
在 iriz, 并行 中 任何 一 行 上 。 

故 可 得 x +c 个 1 两 两 不 在 同一 行 、 同 一 列 上 ,这 就 证 明了 MZ: m. 


6.1.3 标志 数 法 


令 了 为 1,2,…,m 的 某 一 排列 jj2,…,js; 它 对 应 于 一 种 任务 安排 方案 , 即 第 1 个 工作 人 

员 完 成 j 任务 ,第 2 个 人 完成 j 任务 ,…, 第 n 个 人 完成 j, 任务 。 
W(J)= > 

为 其 代价 。 问 题 导致 求 排列 本 使 W(J) 取 极 小 值 。 

若 对 A; BUREAU), i =1,2,…,n;J; 给 以 标志 数 1(],),j=1,2,…,n, 满 足 IA) 
+ LC) 和 cj,i,7=1,2,…,n。 这 样 的 标志 数 1(A;)，i(J;) 也 不 是 惟一 的 ,下 面 假定 (ci ) 是 整 

定理 6.1 RHAG jr ojo EE W(J) 取 得 最 小 值 , UFER IA), dJ; ij 
=1,2,- n, Ë 


minW (J ) =max2; [:(A,) + 1(J,)] 
并 且 满 足 
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二 
证 明 ; 证 明 是 构造 性 的 ,也 就 是 证 明 的 过 程 就 是 给 出 算法 。 
令 
m = max D1(A) + (J; )1 
M=min Š? C; 
取 初 始 标 志 数 
L(A;)= min(c;;), ICJ; ) =0, ;=1,2, `", n 

所 以 L(A) + LD S ci 


DUAD += DUAD+IN ES Do 
这 式 子 说 明 对 于 任何 满足 条 件 (A) + 1(J)) 达 cy 的 标志 数 /, 则 


DLA: ) + 1(J,)] Z Do 
自然 也 不 大 于 标志 数 的 最 大 值 m, 所 以 m= M. 只 要 能 找到 一 种 标志 数 ， 使 


DUCA) + 1(J;)] = Do, 
El m = M,J= (bjr ji EERI, M A; 从 事 厂 工作 ,i =1,2,…, ,使 代价 达到 最 小 。 


下 面 提 供 一 种 不 断 修改 标志 数 ,逐步 提高 DUCA, ) + 1(J;)] 的 和 数 ,最 后 达到 最 大 。 


TER BF 
B=(b;),x=. bg = c; LEAD tI) i. = 1.2, 
TR, E B 存在 一 组 x 个 元 素 , 其 中 不 存在 两 个 0 元素 同行 或 同 列 ， I 0 元素 的 位 置 设 为 
(i j) B 
Dla, ) + (J; )] - Dey 即 m = 

即 得 问题 的 解 。 如 若 不 然 ， B 矩阵 只 能 找到 最 多 &(< ) 个 0 元 素 , 使 得 其 中 任意 两 个 不 在 同 
一 行 或 同一 列 上 。 根 据 科 尼 格 定理 ,这 相当 于 可 以 找到 总 数 为 有 的 行 和 列 , 覆盖 住所 有 A E 
阵 中 的 0 G. REX k 个 行 和 列 分 别 是 + 行 c 询 , 有 =r+c, 其 中 7 行 分 别 是 2, diendi 
ee L 作 如 下 修改 : 

(a) Ai, Aio te Ai 的 标志 数 不 动 ,其 余 n -7 行 的 标志 数 分 别 加 1 作为 新 的 标志 

(b) J.J; aÜ Ji WIERE i: 数 减 1 作为 新 的 标志 数 ,此 外 的 ”=-e 列 的 标志 数 不 变 。 
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I j + i É i 1, 
Ai, E T EE E s I(A;, ) A; n | r; Ea j KA, ) 
Ai I(A, ) BHI : : 
Ap a An | D o eje D ECA) 
A; MAL) l 


DA) A,) I) G) 


A; | … 田 … Sh a tb I(A, ) 


r=; -1 1(.)-1 iQ (T )-1 

其 中 A, 是 任意 一 行 ,J 是 任意 一 列 , 请 注意 右 端 虚线 相交 的 烙 子 点 把 代表 在 新 标志 数 F, 
A) U (J)=(A;)+ 1(J,)8J S, ORE (A)+ (J)= Aj) + 41(J;) 一 1 的 点 , w 3258 
(AN)+L(D)= 1A)+ J)+1 的 点 。 

总 之 , 在! 标志 数 下 ,条 件 : 

下 (A)+ (J;) 筷 cj +1 成 立 。 但 可 能 出 现 新 的 0 元素。 分 别 讨论 如 下 ; 

人 

(1) A,€ A,, J; € J, 时 ， 

U (A;) + U (J;) sü I(A;) + I(J;) _ 1< c; 
(2) A&A J&J: 时 ， 
P(A,)+V(J;)= ICA,)+ 1(J;) +1Sçc; +1 
(3) ALE A, J&J A&A, G € J.)#8 
P Ə(A;)+ T (J,)=IA;)+10(J;) 
但 对 于 新 标号 上 有 


SAD + rU) = DUA) +1)]+ (a - r) = c 


即 标号 和 增加 了 ,增加 的 量 为 n —- r - c= n-(r+c)>0 PQR OS IKEIIE S KË 
I(A;) 


# 


311 0 


= ü tb B in LA 
>O = — A A ih 
m ü w = wa B 
U 
= 
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B, 被 4 条 线 所 疆 羡 ,改修 改 标号 如 下 ， 


t 
3 5 5 4 l2 n 09300 
2 3 4 3 dja 0° E s. 
2 4 4 1 5|2 B2= | 1 3 0” 4 
s n. h: 2 0° 0 2 2 
| 271 3 512 0 0 0* 2 2 
TOn aaa k'u = a. 


即 得 任务 安排 的 最 优 方 案 : A 一 Js, Arji A 一 J4, A 一 J2, As 一 J3。 总 代价 为 
>: [I(A,) +1(J;)]=2+3+2+2+2-4=7 
imj 


这 里 附带 说 ,从 B, 技 出 5 个 0 元 素 ,分别 位 于 5 行列 , 即 不 存在 两 个 和 零 同 行 或 同 列 , 一 
般 的 办 法 可 以 看 成 是 对 二 分 图 求 匹配 。 

B, 矩阵 中 第 1 行 有 1 个 0 元 素 为 bs MA A ÆJ, UAR, AE, A; 行 有 2 个 0 元 素 
bas bn, W A, 与 J ,J 相连 ,等 等 ,可 得 二 分 图 ( 见 图 6,1)。 其 中 存在 一 匹配 , 即 A; 和 惟一 六 
AERLE 6.2)。 寻 找 匹 配 的 一 般 算法 可 参见 图 论 。 

本 例 A 只 有 一 条 边 AJ, As CRS A3Js, 从 A: 出 发 不 难 找 一 交互 道 ; 
A.J iAsJ s A.J. PMAX HB J8 —S 28 4,, 另 一 端 为 J 的 道路 , 故 得 匹配 : 

A—Js 一 ,3 一 和 2 一 JJ As—]Js 

A 一 Js 表示 A, 和 万 匹配 , 余 类 推 。 


A: Ji A; Ji 
Åz J; Az Jz 
As Ja As J; 
Aa Ja Aa Ja 
As Js As J: 
图 6.1 Bi 6.2 
6.1.4 匈牙利 算法 
一 般 的 尾 务 安排 问题 
min z = >° S) cijf 
i=] j=l 
27 z; = (j = 1,2,.", n) 
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下 面 给 出 的 算法 是 前 面 讨论 的 总 结 : 

S1. 初始 标志 数 : I(A,)<—minlc;l,i=1,2,--,n;1(Ji)<0,;=1,2,--, n 

S2. EIERE B; = (by), by 一 ci 一 A) 一 2J)y(i,j=1,2,…,n)。 构造 二 分 图 

Gr=(V,E), V= |z, zx", Za yaya Inh E= |(z;,y;)|, by =0,ij=1,2, m,n] 

S3. 大 能 找到 图 Gi 的 匹配 ,从 E PH n PE x = ETTET Xn) 和 (yr, y> na 
yr) 每 点 都 与 一 条 边 且 仪 有 一 条 边关 联 , 则 已 达到 最 优 解 ,停止 ;否则 转 S4. 

A. 找 一 未 饱和 点 zoEx, 作 VI 一 [zol, Voet 

S5. 车 图 G, # T( V,) = Va, M$ S6, 否则 转 S7。 

S6.a<—min[c; — Lx) — I(y;)|z E V,,y € T(V i)N Val 


I(u)+a vV; 
I(o)= A 1(u)—-a v€ V; 
(o) ”其 他 


HEER p, RZP Gi。 转 S8。 
57. R yET(V) V30 
S8. 若 y 了 饱和 则 转 S9, 否则 转 S10。 
S9. 存在 饱和 边 yr, Vi 一 VU Ix1, Ve V,U lyt, f S5。 
S10. 从 zo 到 y 有 一 增 广 道路 PP, 作 


M=— MODE(P) 
转 S3。 
为 了 使 上 述 算法 更 清晰 起 见 , 写 出 流程 图 如 图 6.3 所 示 。 
几 点 说 明 : 


(1) 愧 和 ;二 分 图 的 顶点 Ti BË. y; 得 到 匹配 ， 则 成 为 物 和 ， 否则 称 为 未 愧 和 。 
(2) rlo): EB] G, Fo 点 的 邻接 点 集合 。 
(3) 增 广 道路 ; 若 道 路 Ti i JR TEL yi 的 首尾 二 顶点 xi s y REHM, Yj Tit " 4 — 
Tia ,一 zi 都 是 匹配 边 , 则 称 该 道路 为 可 增 广 道路 。 可 改变 匹配 为 : ri y Ti Y 
…, zi 一 ,使 匹配 边 数 增加 。 这 里 y 一 x 表示 y 和 x 相 匹 配 。 
(4) 对 称 差 四 : 指 的 是 满足 规则 1+1=0+0=0,1+0=0+1=1 的 运算 ,比如 
My a N. 
E(P)= [zi Yj Ti Ti, VTi | 
则 MOE(P)= zi Yj Tap Ti 1 - 
对 于 已 知 利润 矩阵 的 任务 安排 问题 , 即 已 知 P= (ax 其 中 加 为 Ai 从 事 J 的 利润， 
问题 导致 
max == 21 21962; 


i=] j=1 


" 


j=l 


2 Z; = 1, J=1,2,--, n 


i=j 
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BURRE: IA) minl esl pi =1, 2, “  # 
KJ; =0,j=1,2, =, n 


HIRERE B= (by), by = cg- HA) - 1(J;) 
i j, =l,2, 1A 


H EBE BHFEAR G, 


RMRI >= |z, rraz] 
y= [yi yz" y, 882 


HIERA r€ z 
YI zo Ya 一 分 


是 


a—minlc; — Lx) — El) | 
nE Vi, yy€ T'( ViM Vx, 


I(s)+e, ve V. 
or vE Va 


存在 r€ M 
Vi VU [zi 
Va VaU tyl 


tlv) 其 他 
EBAG 搜 y; 
求 y€ pi(Vi)/ V; y€ TCV V; 


从 zo 到 y 有 增 
TS P, fE 
M-MDE(P) 


图 6.3 
类 似 可 用 匈牙利 算法 求解 ,不 同 之 点 : 
(1) 初 始 标志 数 (A) = max{psl, i=1,2,%…,n, 人 (Jj)=0, i=1,2, 7n, 保证 
(Ai) + 1(J) bi; 
(2)B=(b;),x= 其 中 by = ICA +) pj ijl eon 
(3)S6 中 a= min! (A;) + 1(J;) — pyi 
[(o)-a ET 
I(o)=41(uo)+a 和 站 


Io) ”其 他 
【 例 6.1】 已 知 利润 矩阵 
ST 
4 4 0 4 4 
P=|4 6630 
0 3 3 D O 
4 3 5 5 


求 最 佳 任务 安排 。 
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I(A;) 


O p A th 
Ow + a 
= 
Eh 


7 
4 
6 
3 
4 
0 


= | 


i(J;)—0 
取 4 RITAR RE B 的 所 有 0 元 素 , 由 科 尼 格 定理 可 知 最 多 只 能 取 4 个 元 过 ,使 
得 两 两 不 同行 不 同 列 。 例 如 : A, -Ja A2- Ji A3- J3, A; Ja 
S4. A, RIER, Viel Al, V. 9, 
S55. DÈ Vi) = [Ja JÆ Va DTV) \ V,= IJa Jal 
57. W ,匹配 边 A;J:EM 
59. 所 以 VeVi UTA} = 1A,, Al 
Vo VU 1,| = h OV) = [Ja JÆ V,, 
DVDA V,= |J}, $ A Ja 匹配 边 , 即 
AJ, € M, Bir l! VEAL A, Aal, V= Jas Jal 
DV) = [JaJa] = V; 
PCV) \ Vo= {Ji Ja Js! 
a 一 min [AD 110) pyt = min I (A,) +1(J,) = p l =1 
ye rUV DN V, PLNS 
重新 更 改 标志 数 :1(A1)=7-1=6,1(A3)=6-1=5,1(A4)=2,41(J2)=0+1=1,14(];) 
=1 


在 新 的 标志 数 下 : 

5 7 7 6 3 1 0 0 0 3 
4 4 0 4 4 0 1 5 0 0 
4 6 6 3 0 B = 0 0 2 5 
03300 0 0 2 2 

4 3 5 5 3 0 0， 
0 1 10 0 

或 作出 二 分 树 G ,( MBI 6.4). 

Pl 4 一 /4 A2—Ji A3—J2, As—J3, A J År J, 
As 一 Js 是 最 佳 安排 , FIA 24, 本 例 n=5， A J 得 匹配 å Ja 
B, 矩阵 0 TR 12 个 , 找 出 匹配 不 难 , ”比较 245 Boe A J 
大 时 要 有 算法 , 即 步骤 。 A, L A. Ja 

As i A — ə ÜƏ'—Am 
6.1.5 匹配 算法 
图 6.4 


这 里 附 上 匹配 算法 , 供 使 用 参考 , 读者 不 
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难看 出 其 思路 和 最 佳 任 务 安排 有 类 似 之 处 : 先 给 初 匹配 , 然后 经 过 修改 ,最 后 达到 最 大 限度 的 
匹配 。 
算法 步骤 如 下 : 
Si. 任 给 初始 匹配 M 。 
S2. 若 z 已 完全 匹配 , 则 结束 ;否则 转 S3。 
S3. 取 zxoEz, 要 求 ro ARWAH, fE Vi zl, V. $, 
S. € T(V) = VW, 则 无 法 继续 匹配 而 结束 ,否则 任 选 yET(VI) N Vao 
55. # y 已 匹配 , 则 转 56, 否则 , 作 
求 一 条 从 zo 到 y 的 可 增 广 道路 P, 改变 匹配 Me-MDE(P), $ S2, 
S6. H+ FY E EM, 故 M 中 存在 匹配 边 ({ y， z), fE Vi- VU lz}, V+ V, U Iy H M, 
以 前 面 的 问题 为 例 ,如 图 6.5 所 示 , 进行 Sl 和 S2, 


= yı Fi * 31 

T+ Y2 = Y2 

ee ys 给 初始 匹配 。， yi 

x ya epe y4 

=s Ys TI =—— x: 

EB 6.5 
S3. r, REM, fE V,— x, 1, Vag, 
S4. T(V) = Iya yl >= V;, P(V YN V, = | y2, Ys} eo 任 选 y; 已 匹配 , 转 S6. 
S6. 存在 匹配 边 (y2, y3), Vi rs ral, V< {yle 
S4. T(V) = fyz ys, T(V DÆ V,, M DV) \ Vo 中选 yy3 已 匹配 。 
S6. (zo y3) 为 已 匹配 边 , 作 Vietti Ze zs], Vre- | y2, ya3}o 
S4. T(V) = [yn yn y Æ Vn 2 y,€ P(V i) N V;,y 已 匹配 。 
S6. (ria y ELEH, it Vejt ti ry zal, Vat | yi ys, yalo 
SA. T(V) = [yp ya, yp yl V,, M y € P'( V I) A Va y, 未 匹配 , 故 存在 可 增 广 道路 : 
k i unat y ua? aat d ai A T T 
(22V Z2y4 T1y4 TY3 taya D| z iya, T24 X392, TZsysl 
= [T271 T1Y4s Tyyz, T4Y3, Tsys| 
即 得 匹配 
T| Yp T27 Yi Í T3 Na Tá Yy T57 y5 
6.2 WIKA 
6.2.1 图 论 术 语 


图 论 和 组 合 数学 的 很 多 基本 问题 可 以 形成 为 线性 整数 规划 问题 。 将 线性 规划 的 理论 和 方 
法 应 用 到 图 论 , 组 合 数 学 以 及 计算 机 科学 后 , 获得 了 很 多 深刻 的 结果 , 产生 了 深远 的 影响 , 并 由 
此 而 发 展 成 一 个 很 活 吗 的 分 支 一 一 组 合 最 优化 。 下 面 ,首先 介绍 一 些 有 关 的 基本 慨 念 。 
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一 个 图 G 是 由 两 个 集合 V 和 EE 所 组 成 的 , 记 作 G=[V, E], V= vp u wmn RAA 
R, 它 的 元 素 v 称 为 G 的 点 。E = leper em| 称 为 边 集 , 它 的 元 素 e 是 某 个 无 序 的 点 对 , 称 
为 G 的 边 , 若 e =[vw;， vj;] 是 一 条 边 ， 则 称 vi， U; 是 互相 关联 的 ,它们 是 e 的 两 个 端点 ,同时 也 
FF e EA o, 或 v 的 关联 边 ,关联 于 点 v 的 边 的 集合 记 作 8(v), 关 联 于 点 v 的 点 的 集合 记 作 
(vv), 称 8(v) 中 的 边 数 j8(v)| 为 点 o 的 度 ( 或 次 ), 记 作 a (u). BUR TO 

6=mind(v), A= maxd. 
两 条 边 a, ei 车 有 一 个 公共 的 端点 , 则 称 e, 和 ei 是 互相 关联 的 。 两 个 图 G =[V, E], C= 
[VE] Æ V EV, EGE, Wp C EG 的 一 个 子 图 。 对 VV 三 V, 称 图 Gy=[V,U] 为 G 
的 六 导出 子 图 , 其 中 

U= |l vn u] lv EV,[v,, u ]1€ El. 

一 个 具有 n 个 点 的 图 , 若 每 一 对 点 都 互相 关联 , 则 称 其 为 完全 图 , 记 作 K,. 如 果 G 的 点 集 V 
能 够 划分 为 两 个 不 交 的 子 集 Vi 与 V, 之 和 ,使 得 G 的 每 一 条 边 都 关联 于 Vi 和 V, 中 的 各 一 
个 点 , 则 称 G 是 一 个 二 部 图 。 对 图 G=[V,E], 称 图 G=[V,E] 为 G 的 补 图 。 其 中 

E = llv o; ]1[u; u] El. 

点 子 集 XE T, 若 使 其 中 的 点 ,两 丁 互 不 关联 , 则 称 X 为 图 的 一 个 点 无 关 集 ,在 各 个 点 无 
关 集 中 , 使 所 含 的 点 数 达 到 最 大 的 , 称 为 最 大 点 无 关 集 , 而 它 所 舍 的 点 数 称 为 图 的 点 无 关 数 。 
通常 记 作 oo WFP XTE, BERE HH, MATTER, 则 称 X 为 图 的 一 个 边 无 关 集 。 在 
各 个 边 无 关 集 中 , 使 所 含 的 边 数 达到 最 大 的 , 称 为 最 大 边 无 关 集 ,而 它 所 含 的 边 数 称 为 图 的 边 
无 关 数 , 记 作 pe ATA SC V, 若 使 得 图 中 任意 一 个 边 , 至 少 与 S 中 一 个 点 相关 联 , 则 称 S 
为 图 的 一 个 点 覆盖 集 。 在 各 个 点 虱 盖 集中 ,使 所 含 的 点 数 达 到 最 小 的 , 称 为 最 小 点 覆盖 集 。 它 
所 含 的 点 数 称 为 图 的 点 覆盖 数 , 记 作 ap UTA SCE, 若 使 得 图 中 任意 一 个 点 , 至少 与 S 中 
一 个 边 相 关联 , 则 称 S 为 图 的 一 个 边 缆 盖 集 ,在 各 个 边 覆 盖 集 中 , 使 所 含 的 边 数 达到 最 小 的 ， 
称 为 最 小 边 材 盖 集 。 它 所 含 的 边 数 称 为 图 的 边 覆 盖 数 , 记 作 ao ATE KOV, E K 的 导 
ETE G: 是 一 完全 图 , 则 称 点 集 K 为 图 的 一 个 团 。 会 点 数量 多 的 团 , 称 为 图 的 最 大 团 , 它 所 
含 的 点 数 称 为 图 的 团 数 , 记 作 w。 一 个 图 的 团 数 等 于 它 的 补 图 的 点 无 关 数 。 图 的 点 着 色 问 题 
是 要 求 用 最 少 的 颜色 去 染 点 ,每 个 点 染 一 种 颜色 , 且 使 得 凡是 染 有 同一 种 颜色 的 点 都 互 不 关 
联 , 即 枯 成 一 点 无 关 集 ,点 着 色 问 题 所 需要 用 最 少 的 颜色 数目 , 称 为 图 的 点 色 数 , 亿 作 yo。 图 
的 边 着 色 问 题 是 要 求 用 最 少 的 颜色 去 染 边 ,每 条 边 染 一 种 颜色 , 且 使 得 凡是 染 有 同一 种 颜色 的 
边 都 互 不 关联 , 边 着 色 问 题 所 需要 的 最 少 的 颜色 数目 , 称 为 图 的 边 色 数 , 记 作 yi E G 的 
点 色 数 称 为 G 的 团 覆 盖 数 , 记 作 s. 对 图 G, 定 义 它 的 点 -边关 联 抢 阵 4c = (en )(= 1,2,…， 
n,J=1,:, m Hü T : 

1, FA e 关联 于 点 v, 
% l, 相反 。 
称 如 下 形式 的 不 同 边 的 序列 p: 
E v; ][ Vi? u; dlv, ydele, vj d 
为 连结 点 u; 和 ,的 一 条 链 。 PR vj = vj 的 链 为 一 个 图 。 坷 链 中 所 经 过 的 各 个 点 v (BE vi 和 
vj 外) 都 互 不 相同 , 则 称 其 为 初级 链 。 若 园 中 所 包含 的 各 个 点 y 都 互 不 相同 , 则 称 其 为 初级 
圈 。 若 对 任何 的 点 vp u, € V (i 上), 至 少 存在 一 条 连结 w 和 wi 的 链 , 则 称 G 为 连通 图 。 一 
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个 不 会 圈 的 连通 图 , 称 为 一 个 树 。 对 图 G= [V, 王 ], 以 及 给 定 的 一 个 点 mE V.E X: 

E’ = |e; lo € E, 县 存在 一 条 包含 边 e; AA v MHI, 

Vi= wiwEV， 且 存在 一 条 包 会 点 u, fil u, HBE. 
称 子 图 G =[ Vi, E'] 为 G 的 包 合 点 vw 的 一 连通 片 。 一 条 包 会 图 中 所 有 的 点 的 初级 链 , 称 为 
哈密 尔 顿 链 。 一 个 包含 图 中 所 有 的 点 的 初级 圈 , 称 为 哈密 尔 顿 圈 。 


6.2.2 图 论 中 的 一 些 极 大 、 极 小 问题 


给 定 一 个 图 G=[V,E],V=|v, u," u l. E= fei €z, Emi ÉE AF = Cej) ÆŒ G 的 
点 边关 联 和 矩阵 。 对 任意 的 子 集 XS V, ENAA x = (z, to't, z, WMF: 
lL # €X 
7 0, # u 6 X. 
称 x 为 X 的 关联 向 量 。 对 任意 的 子 集 YEE, ELER 了 = (yry Ym) 如 下 : 
l, # e€ Y 
= M 若 e & Y. 
fk y 为 Y 的 关联 向 量 , BF, e, P'IEL E 8 É S£ 35 38 38 Br J Ik 69 TRIK, E 9 = |K e, 
K!| 是 所 有 的 团 所 构成 的 子 集 簇 ,让 和 矩阵 下 =(f;) 表 示 子 集 徐 的 关联 和 矩阵, B 
1, # s, €F 
a o 车 书信 Ff 
(i=1,2,…,s,j=1,2,…,n)。 让 和 矩阵 D = (ay) 表 示 子 集 入 3 的 关联 怎 阵 , 即 
u N # u; € K' 
” lo， 车 u; & K' 
(i=1,2,…,tj=1,2,…,n)。 利 用 上 述 符号 ,可 把 图 的 很 多 基本 参数 描写 成 规划 形式 。 
最 大 点 无 关 集 ; 
让 x 表示 点 无 关 集 的 关联 向 量 , 则 
Bo = max { Dz | Deri <1,j = 1,…, m, zi WOR 1) 
最 大 边 无 关 集 ， _ 
让 y 2638 JG 48 BJ 25 PX [8] BL. , 则 
Bi = max Í 21; | > egy, g&l, i= teny RORI) 
最 小 点 覆盖 集 : | | 
让 x 表示 点 覆盖 集 的 关联 向 量 , 则 
ao = min | $z; Sei 22 1,j = 1 , m, z, MOOR 1} 
ND e dR. J 
让 y 表示 边 覆 盖 集 的 关联 向 量 , 则 
a, = min { D | De 2>1,i= 1,…,n,y 取 0 或 1) 


最 大 团 : 
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让 x 表示 困 的 关联 向 量 , 则 

w= max | >=; | S ra, s= l,i = 1,-", s, Z; 取 0 或 1} 
点 色 数 ， 
让 w=(w `, u), u WOR 1, 


xo = min 52 515. =1,; = 1,…,n,u; 取 0 或 1} 
i=] i 


在 上 述 各 整数 规划 中 , 若 将 0, 1 变量 放松 为 非 负 变 量 , 则 可 得 如 下 的 六 个 对 应 的 图 论 线 性 
规划 问题 。 


Bo=max [ 512, |vAS < 1, x > 0) ; 
j=l 

Bi=max {X y Ay <1, y> 0}, 
j=1 


ao=min ($) z; |49 >1,x>0) + 


jal 


Q = min DH? |A5y >1,y>0}, 
j=l 


=m {Y nF <1 20}, 


jal 
ža = min (X u [ur > 1u >) ; 
其 中 1 表示 分 量 都 为 1 的 向 量 。 
利用 线性 规划 对 偶 理 论 , 可 得 关系 式 : 
ql 之 a1= o ño. 
ao 之 ao = BZ ñ, 
ww = y0S yo. 

EWS 0-1 规划 定义 域 的 整 点 凸 包 是 什么 ? 它们 在 什么 情况 下 , 和 对 应 的 松弛 线性 规划 
问题 有 同样 的 最 优 解 , 因而, 上述 不 等 式 关 系 都 成 为 等 式 ? 这 是 图 论 和 组 合 优化 中 , 一 个 共同 
关心 的 问题 。 

考虑 线性 规划 问题 的 约 东 条件 ， 

Ax=b,x>=0. 

A 为 m X n 的 矩阵 ,4 ÉJPK2J m. RAUXTCESE0O3E B, 4712] | B| = 1 sk - 1, 382. RE 
A 是 整数 矩阵 ,有 ”也 必 是 整数 和 矩阵， 只 要 p 又 是 整数 向 量 , 那 么 ,对 应 的 基本 解 也 必 是 整数 
解 。 对 任 给 的 整数 矩阵 A, 车 4 中 任意 阶 的 子 行列 式 都 取 值 0, + 1 或 -1, 则 称 矩 阵 A 是 全 
单位 模 的 。 容 易 证 明 , 车 4 是 全 单位 模 的 , 则 AT 和 (4, 了) 等 都 是 全 单位 模 的 , 其 中 了 表示 单 
位 和 矩阵。 者 4 是 全 单位 模 的 , 则 约束 集合 

xiAx= b,x 宇 0,4 为 整数 向 量 |， 
或 
|x| Ax=b, 0&x&d, b, d 为 整数 向 量 | ， 
或 
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ix|Ax=<b,0=x=<d,b,d 为 整数 向 量 | 

等 的 所 有 基本 允许 解 都 是 整数 解 。 

定理 6.2 设 AS 是 图 G 的 点 边关 联 矩 阵 , 若 GRAW, N AG 是 全 单位 模 的 。 

证 明 : 考 虑 AS 的 任 一 > 阶 子 行列 式 [D1,D=(di)。 若 r=1, 显然 ,|D1=1 或 0。 现 在 ， 
设 对 阶 数 小 于 r 的 任何 子 行列 式 |D |, 都 使 1D'| =1, -1 或 0。 车 iD | 中 有 一 行 或 一 列 全 为 
零 , 则 |D|=0。 若 |D | 中 有 一 行 或 一 列 只 含 一 个 1, 则 将 1D | 接 此 行列 式 展开 , 可 得 1D|= 
HIDRID | 为 (x -1) 阶 子 行列 式 , 由 归纳 假设 ,命题 即 可 得 证 。 若 |D | 中 每 行 每 列 至 少 
含 2 个 1, 则 在 D 中 必 能 依次 找 出 一 个 如 下 形式 的 ,数值 都 为 1 的 元 素 序列 : 

dl; d; d;d -, d; „d d 


i” tada" Iya k~i 
因为 4” 是 点 边关 联 和 矩阵 ,所 以 
[mw v l» [ vz,» w], PAT Lv; ° vi J» EN u; ] 

都 是 G 中 的 边 , 且 构 成 了 一 个 圈 , 与 假设 矛盾 。 证 毕 。 

定理 6.3 设 42 是 图 G 的 点 边关 联 和 矩阵, 若 G 是 二 部 图 , 则 4 是 全 单位 模 和 矩阵。 

证 明 : 设 G 的 点 集 V= VU Va ViN Vi=$, Vi 和 V, 都 是 G 的 点 无 关 集 。 对 A 中 
任 一 x x r PERED, 让 D, 表示 D 中 对 应 于 点 V, 的 那 一 行 。 若 D 的 每 一 列 中 都 含有 两 个 
1, WA 如 是 二 部 图 , Wb: 


io ij Ci? 


2 D= 2 Di 


„EY AA 

国 此 , ID | =0. # D 中 有 某 一 列 全 为 零 , 则 显然 |D|=0; 若 D 中 有 某 一 列 只 含 一 个 1， 
则 将 |D| 按 此 列 展开 ,可 得 1D|= 土 |D’|,D' 为 (r -1)x (r - 183 T 3 EE, 因此 ,应 用 数学 归 
纳 法 , 命题 即 可 得 证 。 证 毕 。 

定理 6.4 WG =[W,E] 是 含有 ”个 点 ,r 个 边 的 连通 图 , A ECG 的 点 边关 联 和 矩阵 。 
设 已 知 |47| 关 0。 则 14 |= +2, 

证 明 : 显 然 > 三 3, 且 当 ~=3 时 ,命题 显然 成 立 。 现 在 , 假设 当 G 的 点 数 小 于 + 时 ,命题 成 
立 ,从 而 要 证 明 点 数 为 r 时 也 成 立 。 

(i) 车 G 中 有 某 一 点 的 度 为 1, 则 A’ 中 有 某 一 行内 含 一 个 1。 将 1&4“| 按 此 行 展开 后 , 可 得 
14 |= +|D|,rit p E: G 中 去 掉 这 度 为 1 的 点 及 其 关联 边 后 的 连通 子 图 的 关联 矩阵 , EH IH 
纳 假 设 , 可 知 14 |= +|D|= +2。 

(ú) E G 中 各 点 的 度 都 不 小 于 2, 则 有 

2r=2| v' |< dlr )}=2|E’|=2r. 


因此 , 各 点 的 度 都 为 2。 又 因为 G 是 连通 图 故 必 是 一 个 初级 圈 。 经 过 适当 地 交换 行 和 
列 的 次 序 后 , | 4 “| 可 排列 成 如 下 的 形式 : 
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现在 将 |4 | 按 第 一 列 展开 后 , 可 得 
|A'|=]p,|+(-1)” 1D:|， 


1 i 
l 1 
D, = E 
1 1 
1 
1 
1 1 
D, = E 
1 1 
1 1 


因此 
|a'|=1+(-1)"`1, 

当 为 偶数 时 ,| A | =0, 当 7 为 奇数 时 , | 4 |= 土 2。 证 毕 。 

当 G 是 二 部 图 时 , 由 定理 6.3 可 知 ,关联 矩阵 A 是 全 单位 模 的 , 由 此 , 容易 推 知 , 对 应 的 
前 四 个 图 论 线性 规划 问题 的 所 有 基本 多 许 解 都 是 0,1 解 。 因 此 ,这 时 有 关系 

Bo=Po= a= al ao= a0=P1= ĝi. 

这 就 是 图 论 中 著名 的 D. König 定理 。 

定理 6.5 对 线性 规划 问题 的 约束 条 件 

{xlAx= b, x=0}, (6.2.1) 
若 对 任意 的 0,1 向 量 c= (ct ca) PE 
miniex | Ax = b, x=0] 

都 有 最 优 解 , 则 条 件 (6.2.1) 的 所 有 基本 允许 解剖 是 整数 解 。 

证 明 : 设 x * 是 (6.2.1) 的 任 一 基本 区 许 解 。 设 x "的 非 基 变量 的 指标 集合 为 J。 取 ce" = 
(cr. cn JHI F: 

. TE T 
G lo; €J, 
则 
minje* x| Ax= b, x=0|=c"x"=0. 

而 且 ,x * 是 惟一 的 最 优 解 。 由 定理 的 假设 ,x” 必 是 整数 解 。 证 毕 。 

图 G={V,EE] 的 一 个 边 无 关 集 XSE 下 , 若 它 又 是 一 个 边 覆 盖 集 , 则 称 X 是 一 个 完美 匹配 。 
有 时 ,也 简称 为 匹配 。 

让 y=(y1,…, m) 表示 完美 匹配 的 关联 向 量 , 则 根据 定义 , y 必须 满足 条 件 


y=0, (6.2.2) 
ASy=1, (6.2.3) 
y Æo, 1|[F] FX. (6.2.4) 


反之 ,任何 满足 (6.2.2) 一 (6.2.4) 的 y, 必 是 某 个 完美 匹配 的 关联 向 量 。 
以 后 ,也 就 称 满 足 (6.2.2) 一 (6.2.4) 的 y 为 完美 匹配 。 
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一 个 子 集 TV, 若 它 所 含 的 点 数 |T| 是 奇数 , 则 称 T 为 奇 点 集 。 定 义 
E(T)=le€Ele=[u,,u ,/], u; € T, u, € TI, 
ó(T)=|e€ El|e=[u;,u,], u; € T, u & TI. 

容易 证 明 , 对 任意 的 完美 匹配 y 和 任意 的 奇 点 集 工 , 必须 满足 条 件 

2i | <1Ti=1, (6.2.5) 


e € E(T) 
或 


yæl. (6.2.6) 


GENT) 


通常 称 (6.2.5) 或 (6.2.6) 为 奇 点 集 条 件 。 
6.2.3 2- 匹 配 甸 面体 


对 给 定 的 图 CG=[V, 正 ] 图 中 的 一 条 哈密 尔 顿 链 是 各 点 的 度 为 2 或 1 的 连通 子 图 , 图 中 的 
一 个 哈密 尔 顿 圈 是 各 点 的 度 为 2 的 连通 子 图 , 这 里 , 放弃 其 中 的 连通 性 条 件 , 研究 各 点 的 度 为 
2 或 1 的 子 图 。 让 b (vE V) 是 给 定 的 1 或 2 的 正 整 数 。 对 任意 的 子 集 TOV, ik 
b(T)= Ds bo 
研究 满足 下 述 条 件 的 y 所 构成 的 集合 : 
51 y(e)=b,, v€ V, (6.2.7) 


Elo) 


y(e)Z0, e€ E, 
y(e) 取 整数 ，e EE， 
y(e)=1, e€ E. 
者 所 有 的 如 =1, 则 它 的 解 了 就 是 G 的 完美 匹配 。 若 所 有 的 5,=2, 则 它 的 解 y 称 为 G 的 2- 匹 
es 
一 个 子 集 TEV, |T 22, FE 6(T) 是 奇数 , 则 称 T 为 奇 集 。 对 任意 的 子 集 TOV, Æ 
使 存在 (6.2.7) 的 某 非 负 整 数 解 ,满足 


> y(e)=0, 


eE A T) 


则 
b(T)= >15,=2 Y) y(e), 
"£ T +E E( T) 
即 T 不 是 奇 集 。 因 此 ,对 (6.2.7) 的 任何 非 负 整数 解 y 以 及 任何 奇 集 T, 必 有 
>) y(e)21. 


ERT?) 


称 上 述 不 等 式 为 奇 集 条 件 。 通 常 总 假设 V 不 是 奇 集 , 否则 (6.2.7) 无 非 负 整 数 解 。 因 此 ， 
# 了 是 一 个 奇 集 , ITAL, | 了 T| 和 关 |1YI-1 那 么 ,了 =VANT 也 是 奇 集 。 
ESH Fo: 


5] y(e)>b,, vEV 
e€ #ë(u) 
y(e)=0, eE, 
y(e) 宇 1, 对 任意 的 奇 集 工 ， 


eE à(T) 
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定理 6,6 Fo 的 任何 顶点 y 必 是 整数 解 。 
证 明 ; 见 参考 文献 [6]。 
本 节 的 中 心 问题 一 一 图 G =[V,EE] 中 的 2- 匹配 。 记 满足 下 述 条 件 的 y 所 构成 的 集合 为 
Og: 
y(ë(v))=2, € V, (6.2.8) 
y(e)2Z0, e€ E 
y(e)<1, e€ E 
yle PME, e € E 
容易 看 出 , Oc 是 由 所 有 的 2- 匹配 (的 关联 向 量 ) 所 构成 的 集合 。 
对 任意 的 子 集 SCV, 以 及 FCG6(S), 若 yE Oc, 则 有 关系 式 
vy(8(S)) 宇 y(F), 
IF|Z:y(F) 
y(0(S))+ |F|Z2y(F). (6.2.9) 
由 (6.2.8) 的 两 边 对 S 中 的 点 求 和 , 可 得 
2y(E(S))+>yx(8(S))=2lS], 
故 y(6(s)) 必 是 非 负 偶数 。 
现在 , 若 | 下 | 是 奇数 , 则 由 (6.2.9) 可 得 关系 式 
y(6(S))+|F|2>2y(F)+1. (6.2.10) 
即 
2|S| -2y(E(S))+ |F|Zz22y(F)+1. 
由 此 可 得 


EISD +y(F)<ISI+ E, (6.2.11) 


j O PR S S,F"”(SC V, FESS) | 王 | 为 奇数 ) 为 一 个 “梳子 ", 称 关系 式 (6.2.11) 是 
一 个 “S ,和 板子" 不等式。 
记 满 足下 述 条 件 的 y 所 构成 的 多 面体 为 Oc; 
y(8(—))=2, G€ V, 
y(e)Z:0, e€ E, 
y(e)=<1, e€ E. 


ESD +III SI + EH HAANS, F W”. 


称 Oc 为 2- 匹配 多 面体 。 

定理 6.7 Oc 的 任 一 顶点 y 必定 是 G 的 一 个 2- 匹配 ( 即 y€ Oc). 

证 明 : 在 每 个 边 e= [vw, wj] 内 插入 两 个 新 的 点 p, 和 g,, 用 三 条 新 的 边 

eo= Ev pel,e 1= leghe lg w] 
代替 e, 得 到 一 个 新 的 图 G [VE] EVE Eb, 如 下 ， 
En E v EV, 
1, à C€(V N V). 

考察 满足 下 述 条 件 的 y 所 构成 的 集合 bç: 
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y llv Sb ať ú EV, 
y (e')Z0, e EE 


y (e ) 取 整数 值 ,e EE. 
因为 对 应 于 每 个 € E, ARRA 
ylety lendy (e, )+y(e,)=1, 
所 以 
y (eo0)=y (e 2), 
y (e )=1, e € E'. 
对 任 一 yE Oç, fE 
y (eo0)=y (e2)=y(e), e€ E, (6.2.12) 
y(eji)=1-y(e), e€ E. (6.2.13) 


N y Epes EZ,3HE— y € sç, fE 
y(e)= y (eo), e€ E, 
M) yE Oc。 因 此 , Os 中 的 ?与 和 :中 的 站 存在 一 一 对 应 。 根 据 定理 6.6, bo PH y EES H 


IK Fa: 

y (lv = by v € V, 

y (e J20, EE’, 

y (lT 1, HFEA TOV 
的 顶点 。 


考察 任 一 e=[v, wj]jEE, 以 及 任 一 奇 集 T'CCV, 若 vv 和 wET',p. 和 9g, 售 T', 则 T= 
T' Ulp.. 9 也 是 一 个 奇 集 , 且 
y (8(T' ))=y (6( T”)). 
这 时 ,对 应 于 TT 的 奇 集 条 件 是 多 余 的 。 若 vw, p. € T', q & T' (BR 3 u, u, q, € T”, p, & 
T”), WI 
y (CT >y (e) +y (e)l. 
这 时 , 对 应 于 T 的 奇 集 条 件 也 是 多余 的 。 因 此 只 需 考虑 这 样 的 奇 集 人 , 它 与 任何 e 之 间 , H 
有 如 下 三 种 不 同 的 关系 : 
(G) leverse slN d(T )= $; 
(ii) te ore i e 21[f16(T' )= 1e l; 
(ui) L. Eis e | Nn d(T)= le ol 或 1e' ,| , 
对 应 于 任意 的 奇 集 了 ,是 义 
S=]|vEV|vET] 
F=l|ele€ E,eC€C (S), e € (T )| 
则 根据 情形 (i),( ü ),( 前), 不 难 证 明 
2 by=| F| (mod2), 
因此 , | 下 | 是 奇数 ,利用 变换 (6.2.12),(6.2,13), 奇 集 条 件 
y (8a(T'))>1. 
可 以 与 为 
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y(óé(T”))=y (8(T) \F)+y (F) 
=y(8(S) \ F)+ >) (1-y(e)) 
€ F 


=y(0(S))-y(F)+IF|-y(F) 

=y(8(S))-2y(F)+|F| 

=1. 
因此 , G° 上 的 奇 集 条 件 等 价 于 G 上 的 *S, F” 杭 子 条 件 (6.2.10) 或 (6.2.11)。 在 变换 
(6.2.12), (6.2.13) F, Fo PÉJ y 50s 中 的 y 建立 了 一 一 对 应 , AE Fc: 中 的 顶点 对 应 于 Owe 
中 的 顶点 , Fw: 中 的 0,1 解 对 应 于 Oç 中 的 0,1 解 ,再 根据 定理 6.6, 命 题 即 可 得 证 。 证 毕 。 


6.2.4 货 郎 问题 的 基本 概念 和 性 质 


一 个 货 郎 ,从 家 出 发 ,要 经 过 若干 个 预先 确定 的 村 子 , 然 后 回 到 家 。 假 定 已 经 知道 ,每 两 个 
村 子 的 距离 。 问 应 该 如 何 选择 行走 路 线 , 使 得 经 过 每 个 要 去 的 村 子 , 且 使 总 行程 最 得? 用 图 论 
语言 , 可 叙述 如 下 :给 定 图 G=[V,E1] 及 边 长 d(e)(eEE), 和 寻求 G 的 一 个 使 边 长 之 和 最 小 的 
哈密 尔 顿 图 。 以 后 ,把 哈密 尔 顿 圈 简 写 为 “H- 圈 ”。 由 于 理论 和 实际 的 需要 , 近 40 年 来 , 货 郎 
问题 成 为 运筹 学 中 的 儿 个 重要 问题 之 一 。 
1954 Æ, G. B. Dantzig, D, R. Fulkerson 和 S.M.Johnson 通过 引入“ 子 圈 不 等 式 ", 首先 将 货 
郎 问题 形成 为 一 个 线性 整数 规划 问题 。 
不 妨 设 G 是 一 个 完全 图 (那些 不 属于 原来 图 上 的 边 的 长 度 都 取 足 够 大 的 值 )。 定 义 完 全 
对 称 的 有 向 图 G =(V, UU) 如 下 : 
U=1(i,j)1li=;, iEV, ;€ VI. 
弧 (i,j) 和 (j,i) 的 长 度 都 等 于 边 [i, j] 的 长 度 , 记 作 dyl =d) EX 0,1 变量 zy 如 下 : 
pofi 贷 闻 的 路线 是 从 i ER, 
š 


0, 相反 ， 
则 货 即 问题 可 以 写成 如 下 的 0,1 WAEA: 
R: min > d; 
ise; 
满足 条 件 
Tä” l; j€ yv 
i ij 
Dry=1, iE V 


"kan 


` zS ls] =l; $= +C V, s V 


ig SJES,J#i 


所 有 的 zy 取 0 或 1。 

1973 年 , V.Chvatal 根据 哈密 尔 顿 圈 (H- 圈 ) 是 一 个 连通 的 2 匹配 ,将 货 郎 问题 形成 为 另 
外 一 种 形式 的 线性 整数 规划 问题 。 

设 G=[V,E] 是 个 点 的 完全 图 。A 是 G 的 点 边关 联 窍 阵 。d(e)(eE 王 ) 表 示 边 e 的 
长 度 。 对 任意 的 @=wcV,= x 

E(W)= l[i j]j, iE W, jE WI. 
a( WW) 表 示 和 集合 E(W)( 对 于 边 ) 的 关联 向 量 。 
8(v) 表 示 关 联 于 o 的 边 的 集合 , € V. 
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Pra l, 所 求 的 H- Hile € E, 


0, 相反 
则 货 郎 问题 可 以 写成 如 下 的 0,1 规划 形式 
K: min ` d(e)z(e), 
eE 


满足 条 件 
> xle)=2, v&V (ËI Ax=21), 


#Ë B[ z) 


>, zle) SI W I- 1, $Z W C V 


"Ee Et W) 


(Ela(W)x=[|W|-1, $# wC V). 
所 有 的 xz(e) 取 0 或 1， 
因为 2- 匹 配 的 凸 包 是 
s rle)=2, w€ V, 


Edit) 


D alot Dalos +E, 8Pa tt F=s, F”, 


cE Els) 


O==z(e)<1, HAH e€ E. 
所 以 , 人 们 目 然 地 会 想到 用 下 述 线 性 规划 问题 去 迫近 货 郎 问题 ， 


min X) d(e)zr(e) 


ee E 


满足 条 件 
> r(e)=2, €C V, 


e€ 8( =) 


z(e) + Drle)<ls| LELI 对 所 有 的 梳子 "S, F”, 


EE E(:) 


>, =z(e)<|W|-1, $#2wC-v, 
) 


sE Eí W 
0O= zr(e)=1, 对 所 有 的 eEE. 
V.Chvatal 称 上 述 问 题 为 弱 货 郎 问题 。 
让 K, 表示 an 个 点 11,2,…, n EER, QT 表示 天 。 中 的 哈密 尔 顿 (H- 圈 ?的 关联 向 量 的 
凸 包 。 下 面 将 证 明 弱 货 郎 总 是 问题 中 的 约 东 条件 ,都 是 Qi# 的 边界 面 。 
首先 ,请 读者 自己 证 明 图 论 中 的 一 个 性 质 ， 
性 质 1 设 G=[V,E] 是 个 点 的 完全 图 ,k 表示 非 负 整数 。 
(ü) E n=2k+1, W G 中 存在 k 个 边 互 不 相交 的 H-BI, Ti, Ta e T, 使 得 
E=T,UT,U---U T, 
(ü) 车 n=2k, 则 G 中 存在 边 互 不 相交 的 上 -1 个 H-BI T, Ta, T, | 以 及 一 个 (完美 ) 
匹配 M ,使 得 
E=T,UT;,U--UT,-,UM 


性 质 2 当 n 室 3 时 , 包 面 体 ( 凸 包 )Q3 的 维 数 dim Q+ 为 六 n(n — 3). 


证 明 当 n=3 时 ， 只 有 一 个 险 密 尔 顿 圈 , Q4 是 一 个 点 ,因此 , dimQ4=0。 
因为 对 任意 的 z€ Qz 有 Ax=21, 所 以 
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dimQF< a (a — 12 _ n = n(n 3)， 
为 了 证 明 等 式 成 立 , 只 须 说 明 QF Hagin, -3)+1 个 线性 无 关 的 H- BI BJ 2 EK [B] Ft. , 

(a) 设 n=2kbp+2,k JERY., TE K, -1 表示 n 一 1 个 点 11,2,…,n 一 1| 的 完全 图 。 根据 
性 质 1, 它 的 边 集 合 可 以 分 解 成 个 互 不 相交 的 ,长 度 都 为 n 一 1 的 H- BB 2 Ti ; 

E= TIUTU:…UT,, 
对 每 个 T; =i, ia "t -p i AAEH ii a PRIA = 点 的 办 法 , 枸 成 n 一 1 个 长 度 
都 为 nn 的 H- 图 T(r=1,2,…,n — 1): 
Tam <ii n, izr", in-i, i1 


T, = * iis EPE F ai" baaa TEF 


T; Ia -2 >” ijs EF Dar i Ms £. ls TEF 


T E =Ç TT ETa ia = 1k ns TEF 


在 它们 (关于 边 ) 的 关联 矩阵 中 ,包含 一 个 (n -1) x (m 一 1) 的 ,如 下 形式 的 子 矩 阵 ; 


UE L E i 
全 部 Ti(i =l, e kij= 1, , n 一 1) 的 关联 和 矩 阵 中 ,包含 一 个 上 (n 一 1)xk(n 一 1) 的 如 下 形 
式 的 子 矩 阵 ， 
| 


Ü Ja-1 
RA k(n -1)=F nla- 3) +1, J140 所 以 ， 
dimQF = n(n -3). 


(b) 设 n=24k+1,k 为 大 于 1 的 整数 。 让 K, OR nn 一 1 个 点 11,2,…, nn 一 1| 的 完全 
图 。 根 据 性 质 1, 它 的 边 集 合 可 以 分 解 成 上 -1 个 互 不 相交 的 H- 转 :1TT2 Ti 以 及 
一 个 匹配 M 之 和 。 不 妨 设 

M = [1,2],[3,4), O [n 2, 一 1]|， 

与 情形 (a) 中 相似 , 使 用 在 T, BJ Bj ÀX st n 的 办 法 ,可 以 构成 (一 1)(n 一 1) 个 长 度 
都 为 nan 的 H- 圈 T,(i=1,2,…,k 一 1;j=1,2,…,n—1), 

定义 

T, =(1,2,3,- n -2,n -1,1), 
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使 用 在 TNM 的 边 中 间 插 入 点 的 办 法 ,构成 上 个 长 度 为 n 的 H- 圈 Ti,(j)=1,2,…, 肯 ): 
Ta 1 n; 2.3," n 2. n -1,1;:, 
Ti =<1,2,3, n,n 2, n- 1,15, 


Ta =<ç1,2,3, n < 2 n,n 1,15, 
不 难 证 明 , 全 部 Ti 的 关联 矩阵 中 , 包含 一 个 
[(k-—1)(nx—1)+E]X[E(k -1)(n—1)+k] 
的 如 下 形式 的 子 惩 阵 : 


J 
国 为 (kk 一 1)(n -1)+k=}n(a -3)+1, |J |==0, 所 以 dimQ*= +n (n = 1). 证 毕 。 
性 质 3 对 QF 的 每 一 个 边界 面 让 , 必 存 在 向 量 a 宇 0 及 数 a 20, 使 得 
x €C QT ax Sap 
F=lx|x€ QF, ax= agl. 
证 明 : 因 为 
x € Qy 2, z (e) = n, 
所 以 ,对 xEaQfy, 条 件 ax=< a, 等 价 于 
(a +A l)xSagtàn, AEzr,. 
因此 , 不 妨 设 Qi 的 所 有 边界 面条 件 ax 过 an 都 满足 a20, 
性 质 4 设 ar 和 ao 是 QF 的 一 个 边界 面条 件 ,a 宇 0, ië 
E,.=|leEE|la(e)>0}, 
N, =li€ V|; Jë E, 中 某 个 边 的 端点 |， 
G,= N,, E, ], 
则 或 者 G 是 一 个 连通 子 图 ;或 者 ,对 QF 而 言 , 存在 两 个 等 价 于 ax<a, 的 边界 面条 件 ， 
brbo fll xy = co 
使 得 
b>=0>=c, a= b+c, a= bot eco, 
H a 不 能 表示 成 XB， 
证 明 : 设 G, 不 连通 ,[ Yi E1] 是 G, 中 的 某 个 连通 子 图 。 显 然 , | Vi| 宇 2。 定 义 
ER ale), eeEE, 
0 相反 
bo = max| bx! xE QF}, 
V= VN Ypo 
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E,=[i,;]€ Eli€ V,, jE V,l, 
ale), eeEE,, 
0, 相反 
co =maxlcex| x€ QF!, 
EER, 20,220, b=0,c>=0,a = b +ce,asSbo + cpa 不 能 表示 成 Wac, bx 所 bo 和 ex 所 co 
都 是 QT 的 分 离 面 ， HFE H- 图 Ti 和 T>, 使 得 它们 的 关联 向 量 xT 和 x 满足 
bxli= bo 和 cxT2= co. 
HT b 和 ce 的 非 负 性 ;由 于 对 任何 的 e & E, UE, 58 
b(e)=c(e)=a(e)=0 
又 由 于 G 是 完全 图 ,不 妨 设 TI YE, 和 TNE: 分 别 是 子 图 [ Vi, Ei] 和 [ V,, E, ] FÉ H- 链 。 
适当 地 选取 一 些 EE \ (E UED PENA, TH T NOE 和 T, YE; 串联 起 来 ,得 到 一 个 H- 图 
Ta, ÆT INEDÐDCT (Ts 门 E2)CCTs, 且 使 它 的 关联 向 量 x 3 满足 


bx';= bo, cx = co, bo + co = axr ap, 


cle)= 


因此 ,aw = bo t co. 
现在 , 假如 有 某 个 H- 圈 T4, 使 它 的 关联 向 量 x 1 满足 ayl Say, 但 是 ， 
5x74< bo 或 者 cr T+ < co, 
那么 ， 
a= axl,= bxT, + ex! < bo t co = ap. 
EHTE., WOATH SB) x€ Qz, A 
cr 一 al bx =b 和 cx= co. 
证 毕 。 
性 质 5 设 4 是 完全 图 K, 的 (点 - 边 ) 关 联 符 阵 。 设 ax<ao 是 Qi 的 一 个 分 离 。 记 
H(a)= |x|x€ Q7, ax=apol. 
设 H(a) 关 四。 则 下 述 两 条 件 等 价 ， 
(i) 有 H(a) 是 Q# 的 一 个 边界 面 ( 即 不 等 于 Q3 的 极 大 面 )。 
(ú) 对 Qz Py ffi ora x=a 0, 当 满足 :Ha DH (a), Ha ) 关 QF 时 ,就 有 ER" 及 
z=0 数 ,使 得 4 + xa =a, 
证 明 ,(i = Gi. HA H(a) 是 一 个 不 等 于 Q4 的 极 大 面 , 且 Q= H(a')ƏH(a), Br bl 
Ha )= Htla)。 因 为 存在 某 x , x” EQ?, 使 得 | 
Ax =21, ax Zap ax Zap 


Ax =21, ax =a p, AX” = aps 


FFEL, ER, 
À 和 
a a 
的 秩 都 为 n + 1。 假如 方程 组 AA + ma = a 元 解 ,那么 ,矩阵 
À 


h 让 


a 
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的 秩 为 n +2, 因 此 ,边界 面 


H(a)= x|x € QT, ar=ao, ax=a’ol 


的 维 数 dimH(a)<n(n - 1) - (n 2) = dimQ*-2. BHF A., WMU, DEHE AAA + za = a” 
有 使 r0 的 解 。 
(ü) = (i). 选取 一 个 QT 的 分 离 ax 和 ao 使 得 末 (a ) 是 一 个 包含 有 (a) 的 边界 面 。 因 
为 存在 某 x ,x E Qy， 使 得 
Ax =21, ax <a y, ax <a, 
Ax =21, ax =a’, aX = ap 
HEFE 11ER" Kro, 使 得 
AA + za = a° 
所 以 ,对 任意 的 xEH(a’) , 必 有 
ÀAx + nxax=a x=a0=ax =AAx + rax” = Ax” + nag, 
即 ax = ap 
HE,H(a)=H(a');, uF5E, 
性 质 6 当 n24, HERH ; 18; <;=Sn, PRR xy 过 1, 是 Q3 的 边界 面条 件 。 
证 明 : 不 失 一 般 性 , 不 妨 设 i=n ~1,;=n。 当 n=4 和 5 时 ,容易 直接 验证 命题 成 立 。 
(a) 设 n=6, n =2k+2, 上 是 大 于 1 的 整数 ,让 K, -2 表示 2k 个 点 11,2,…,n 一 2| 的 完全 
图 。 根 据 性 质 1, 它 的 边 集 合 可 以 分 解 成 十 (n - 4) 个 互 不 相交 的 , KERN n- 2 的 H-A 
IT,, T2 Ti 以 及 一 个 匹配 M 之 和 
(al) 选 取 其 中 的 一 个 H- 园 Ti。 不 妨 设 
| Ti =(1,2,3,--- n-3,n—-2,1) 
交错 地 用 链 
Cj,n,n-1,j+1>58 (j. n 1,n,j+15 
依次 替换 Ti 中 的 边 [j,j +1](j=1,…,n 一 3), 可 得 (nm -3) 个 长 度 都 为 n H H- Ti: 
Tu=, n,n = 1,2,3,4,- n 3 n —2,15, 
Te =<ç1,2,n - 1, n,2,4,- n 3,0n 2,15, 
Ta=1,2,3, n n - 1,4,- n 3, ,n-2,15, 


Ti -3= 1,2,3,4, n 3 ,n n- 1,n -2,15. 
(a2) 在 上 述 的 各 个 T 中 ,将 点 与 a -1 的 位 置 交换 后 ,又 可 得 (n - 3) 个 长 度 都 为 ”的 
H- M T ;: 
Ti=1,n-1,n,2,3,4,- n 3,n 2,15, 
Tia =(1,2, n,n 7 1,3,4,.…,n—3,n—2,1), 
Ti13=<1,2,3,n -1,n,4,., n-3, n-2,1), 


Te 5 on 
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(a3) 取 
T= 41,2,3, "m -3,n 2, n, n 1,15. 
(a PE M 中 的 边 , 扩展 成 K, - rRÉJ— T H-E Tumo I Tu, Tart, Tha- AR Tus 
逐次 用 链 i ,nn 一 1,7n,)) 代 替 圈 上 的 各 个 边 [i,j]( 对 Tw RAM 中 的 边 ), 可 得 
[Cn 4) 71] 2) +n -2) 
个 K, 中 的 H- 圈 。 
综 上 所 述 , 已 构成 : 
(n -3)+(n-3)+1+ [二 (Cn -4)-1|(n -2)+ 4n -2)= 志 n(n -3) 
个 K, 中 的 H- 圈 ,这 些 H- 圈 都 包含 7 了 边 [n -1,n]。 让 DERRE H- 圈 的 关联 给 阵 。 去 掉 
p 中 对 应 于 下 述 各 边 的 列 ， 
[1, n], [n — 1, n], 
[k,n], 2%<;=<n 一 2, k 为 偶数 ， 
[k,n — 1], 1Sk&n -2, b ATK, 
就 可 得 到 一 个 [二 n(n -3) |x [Ta -3) | 的 子 矩阵 D“。 适 当地 排列 行 和 列 的 次 序 后 , D” 
可 写成 如 下 的 形式 : 
人 
R J 


其 中 


J ,和 了 的 形式 见 性 质 2 的 证 明 。 因 为 
IP|=0, |J|=0, BDA | D“ |=0. 

(b) 对 n =2k+1,k 为 大 于 2 的 整数 时 ,可 类 似 地 证 明 。 证 毕 。 

性 质 7 当 nn 宇 5 时 ， 对 任意 的 i 11< < Sm, 不等式 r; =0, JÉ QT. 的 边界 面条 件 。 

证 明 ;不 失 一 般 性 ,不妨 设 i=n 一 2,;=n ~1。 当 n=5 和 6 时 ,容易 直接 验证 命题 成 立 。 

(a) 在 完全 图 K, -1 上 ,应 用 性 质 6, 可 得 十 (2 一 1)(n 一 4) 个 ,都 含有 边 [n - 2, = - 1] 的 。 
线性 独立 的 长 为 一 1 的 H- 团 。 用 链 :<n -2, n,n- DREW» -2,n -1] 后 ,就 可 得 到 
K, PELC- (n 一 4) 个 线性 独立 的 ,都 不 合 边 [n -2,n -1 的 H- 图 。 


(b) 在 K,_! 中 任 选 一 个 包含 链 :cn 一 2,1,n 一 1,2) 的 长 为 n 一 1 的 HH- 图 。 然 后 将 点 分 
别 揪 入 边 [n 一 2,1],[1,7n 一 1] 和 [nn 一 1,2] 后 ,可 得 3 个 K, 中 的 H- 轿 ,它们 都 不 含 边 [n - 2, 
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n — 11], 

(c) 对 3 过 ji 过 -3, 再 任意 地 构造 -5 个 分 别 合 有 [ia] 的 ,但 都 不 阁 边 [nm 一 2,n 一 1] 
HJ, K, 中 的 H- 圈 。 

至 此 ,已 构成 


Lin Aa a -5)=Ta(n _3) 
个 都 不 会 边 [n -2,n 1] 的 H-B. 
不 难 证 明 , 这些 H- 图 的 关联 矩阵 的 秩 为 n(n - 3)。 证 毕 。 
性 质 8 设 G=[V,E]=K,,n 宇 6, Wo= |u,v, w| CV, W, =[u,u ], W= [ v, v], 
页 ;= [tw, w], F=! WI, Wa, WICE. 则 6 个 点 的 梳子 “Wo, F" 的 不 等 式 : 
r sr sb Tam, + T yy, + Tauno S4 


是 Qi 的 一 个 边界 面 不 等 式 。 
证 明 : 对 n =6,7,8, 容易 直接 验证 命题 成 立 。 因 此 ,可 设 n 宇 9。 不 失 一 般 性 ,不妨 设 u = 


nv=R—-l,w=n~-2du=n -4,v=n -3,wi=1, 
(DE K,-; 中 ,应 用 性 质 6, 可 得 士 (~3)(n 6) 个 线性 独立 的 ,都 含有 边 [x 4,n 一 3] 


的 ,长 为 n 一 3 的 HH- 图 。 用 链 
n — 4, n n—2,n-1l1,n- 35 


代替 [* -4,n -3] 后 ,可 得 恰好 包含 梳子 “Wo, F" 中 4 条 边 的 , 士 (n — 3) (n - 6) K, 中 的 
H-E., 

(b) 在 玉 3 中 ,任意 的 选取 一 个 包含 链 :(m 一 4,1,n - 355 H- 圈 ,然后 ,分 别 用 链 (n — 4, 
nin~l,n-2, DĦ#K1, n -2,2 ,一 1,1 一 3) 代 赫 边 [wn 一 4,1] 和 [1, ww 3] 后, 可 得 怡 好 包含 
梳子 "Wo, FF" 中 4 条 边 的 2 个 K, 中 的 H- M. 

{c) 在 KK, -: 中 ,任意 的 选取 一 个 包含 链 (n -4,n -3,1) 的 H- 轿 ,然后 ,用 链 (n — 3, n - 1, 
n,n 一 2,1) 代 震 边 [n -3,1] 后 , 可 得 恰好 包含 梳子 “Wo, FP 4 条 边 的 1 个 K, 中 的 H- 圈 。 

(d) 用 如 下 方法 构成 3(n — 3) 一 3 个 线性 独立 的 H-E: 

(i) 要 求 它们 都 经 过 边 [n 一 4,n],[n 一 3, nn 一 1] 和 {1,n — 2]; 

(让) 经 过 [xn 一 1, nn] 以 及 某 个 不 属于 梳子 “Wo, F" 中 的 边 [n 一 2,j], (1S<;=n 一 3); 

或 者 经 过 [ma -2,n 一 1] 以 及 某 个 不 属于 “Wo, F PHAI n, jl Sjn- 3); 

或 者 经 过 [n 一 2,n] 以 及 某 个 不 属于 “Wo, FF" 中 的 边 [n 一 1,;], (1S%;=<%n 一 3)。 


综 上 所 述 ， 已 构成 廊 n(n - 3) 个 H-E, CHRBTA" W, F" 中 的 4 条 边 , 且 不 难 证 明 


它们 的 关联 向 量 线 性 独立 。 证 毕 。 
性 质 9 i n>4, K,=[V,E], WCV,2<|W|]|=x 一 2, 则 条 件 
a(W)r-=|W|-1 
是 QT 的 一 个 边界 面条 件 。 
证 明 ,; 不 妨 设 26 对 n =4 和 5, 容 易 直接 验证 。 也 不 妨 设 3 过 | 三 | 所 |m - 31, B. W = 
(1,2, kf 3S Sn- 3, HIWI =2 或 n 一 2 时 ,可 由 性 质 6 推出 。 
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设 bx < b; 是 Q+ 的 任 一 分 离 , 满足 ， 
IxCQrla(W)x=|]|W|-1|Ix€ Qr|bx= bol. 
下 面 ,将 证 明 存 在 4€ R" 及 数 a > 0, 使 得 
b=aa(W)+AiA. 
由 性 质 5, 命题 即 可 得 证 。 
让 Ar 表示 上 中 对 应 于 边 集 合 F 的 列 所 构成 的 子 算 阵 。 取 
F=ļ|[1,i]|i=2, =, 2} U[2,3], 
则 |4Fr|= +2, AHR EEH AC R”, 5 z € QT 时 ,条 件 
bx = (AA + b)x=2ÀA 1+ bo= bo, 
等 价 于 bx= b. MEI g | AF|=0, ORE — AEG A, E b 满足 ; 
bi =1, i=2,.", 上 k， 
bu=0, Sktl en, 
| b; =1. 
下 面 ,说 明 这 时 的 b 已 同时 满足 条 件 : 
(G) b;=1, ISi <jSk, 
(ü) b= 0, Efl, es kj; jE IR+1,.…, nl, 
(iii) by =p, k+1<i<;j<n. 
对 情形 (i), 只 看 bak。 其 余 的 可 以 完全 类 似 地 证 明 。 
考虑 两 个 H-EN : 
r1=<1,k,k—1,.…,4,2,3,k+1,.…,n,1», 
r2=(1,2,4, k-1,k,3,k +1,4, nn,1>. 
则 Ti 和 T2 的 关联 向 量 xi 和 xz 都 满足 条 件 : 
a(W)x=|W|-1. 
根据 假设 ,因此 也 都 满足 条 件 : 
bx = bo, 
即 
0= px" -bx = b tba b by =l- by, by =1. 
对 情形 (让 ,上 只 看 52,, 其 余 的 可 以 完全 类 似 地 证 明 。 
考虑 两 个 H- 图 : 
ra=<1,2,3,4,.",n,1), 
r4=¢2,1,3, 4, n, 2), 
则 rs 和 r4 的 向 量 xs 和 天 :都 满足 条 件 ， 
a(W)x=|W|-1. 
根据 假设 , 因此 也 都 满足 条 件 : 
bx = bo, 
即 
0 = bx':— bx™= b+ bi, > bia z ban = sa ban» 


对 情形 (iii), 只 证 明 : 


6 若干 特殊 的 整数 规划 149 


biisi" bira B, (i=k+1,-, n —1). 
其 余 的 可 以 类 似 地 证 明 。 
考虑 两 个 日 -图 : 
r4=(1,2;,3, 0, k, k +1, ,i,i+1,.…,n,1), 
r= (1,2,3,7, 1+1, =, n k +1, e,i, 12 
它们 的 关联 向 量 x, x RAEE: 
a(W)x=|W|-1. 
根据 假设 ,因此 也 都 满足 条 件 ， 
bx = bp; 
pp 
0 = bxh- bxs = b, pri tOir Oin Orit btta bli,i 
= bis+1™— Bier,n: 
Diit F Oh+1,n 
由 条 件 (i), Gi), Gip, 可 得 
bx=a(W)x+ pa(V N W)x, 
bo= bxs=|W| -1+B(IV\ W|- 1), 


考虑 H-H: 
ro=<1,n,2,. E k +1," n - 1,15 
因 为 
bxy'=|W|—-2+BA8(| VN W| -2)%b = |W|-1+BpB(|V A W| -1). 
所 以 
82 -1 
Je AC R" 如 下 : | 
1, = - £, i=l, k, 
k=, i=k+1, , n 
取 
a =1+ 820, 
则 
b=aa(W)+AA, 
证 毕 。 


性 质 10 设 n 宇 8,K,=[V,E], 则 对 任何 的 梳子“S,F", 不 等 式 : 
51 zr(e)+ HO Eir a 


eE E[ s) 
是 Qf 的 一 个 边界 面条 件 。 
这 个 定理 的 证 明 很 长 ,读者 可 参阅 M. Grötschel, M.W.Padberg 的 文章 “On the symmetric 


travelling salesman problem”, Math. Programming 16. 


证 明 的 思路 是 从 最 简单 的 ,6 个 边 的 梳子 不 等 式 ( 见 性 质 8) 开 始 , 利用 一 系列 的 精致 的 逢 


150 整数 规划 基础 


高 定理 ,证 明了 扩大 后 的 各 种 杭 子 不 等 式 仍然 是 Qi 的 边界 面 。 
6.2.5 算 法 


这 一 节 中 所 介绍 的 算法 ,是 M. Grötschel M M.W. Padberg 首先 提出 的 。 他 们 综合 地 运用 
了 分 支 估 界 、 割 平面 和 整 点 凸 包 等 福 念 。 而 这 里 所 用 的 割 平面 是 整 点 凸 包 的 边界 面 。 因 此 , 可 
以 认为 是 使 用 了 最 好 的 割 平面 。 他 们 在 实际 计算 时 , 已 收 到 了 很 好 的 效果 。 虽 然 , 这 里 的 针对 
货 郎 问题 手术 了 算法 , 但 是 , 程序 的 框架 是 适用 于 一 般 的 整数 规划 问题 的 。 实 际 上 ， 
M.W.Padberg 等 人 ,也 已 经 开始 在 背包 问题 . 选 址 问题 .集合 性 盖 问题 等 特殊 的 整数 规划 问题 
中 ,应 用 了 整 点 凸 包 边 界面 作为 割 平面 ,建立 了 新 的 割 平面 算法 ， 

给 定 图 G=[V,EE], 以 及 边 长 d(e), (e € E). 

把 货 郎 问题 写成 如 下 的 0-1 规划 问题 (P): 


min > df(e)z(e) (6.2.14) 
EE 
满足 条 件 
>，zfe)=2， 对 所 有 的 o € V, (6.2.15) 
者 本 可 
>，zf(e) 三 2， 对 所 有 的 $= SC V, (6.2.16) 
Eir) 
rtfel) 取 0 或 1, 对 所 有 的 e€ E, (6.2.17) 
其 中 


õlv)=le]e EE, e 关联 于 wv|， 
StS)=[S,VAS]， 
记 满 足 (6.2.15) 一 (6.2.17) 的 x 所 构成 的 集合 为 F(P)。 满 足 (6.2.15) 和 (6.2.17) 的 x 
是 2 匹配 , 它 的 凸 包 是 ， 


SI xfte)=2， 对 所 有 的 o€ V, (6.2.18) 
Efir) 
D z(e)+ Palos +E, MAANRTS, F” (6.2.19) 
eE Ela) rF 


称 问题 (6.2.14) — (6.2.16), (6.2.18) 一 
(6.2.19) 为 货 郎 问题 的 线性 规划 松弛 问题 , 记 作 
(P)。 让 一 些 z(e) 的 值 固定 为 1, 另 一 些 x(e) 因 
定 为 0 后 ,可 得 一 个 子 问题 。 图 6.6 是 树 形 图 , 表 
示 和 将 {P) 分 解 为 三 个 子 问题 之 和 。(Pi) 表 示 已 取 
定 了 两 条 边 e, 和 ey;{P;) 表 示 已 取 定 了 ep EPR 
ez, 等 等 。 图 6.6 

让 x 表示 尚未 探 明 的 (P) 的 子 问 题 的 记录 表 。x "表示 (P) 的 一 个 已 知 的 允许 解 ( 即 某 个 
H- M). zë 表示 x ' 的 目标 函数 值 。 称 x "为 记录 解 , zt 为 记录 。 各 于 问题 ,赋予 目标 函数 
值 的 下 界 估 计 值 。 

步骤 1 置 x=1(P)l,x = %$,zo = +e, 

步骤 2 车 =$, 则 步 台 终 止 。x* 便 是 (P) 的 最 优 解 (假如 存在 的 话 )。 否 则 , TPR 


(Pi) 


3o 
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步骤 3 从 中 取出 一 个 使 下 界 值 最 小 的 子 问题 , 记 作 (CP)。x \ (CP)x. 
步 又 4 利用 字典 序 单纯 形 算 法 ,求解 子 问题 (CP ) 的 松弛 问题 (CP ): 


min 2) c(e)z(e), 
:EE 
满足 条 件 
2: r(e)=2, € V, 


AALER 
O0= z=(e)=<1, e€ E, 


r(e)=1, 着 xz(e) 在 (CP) 中 已 固定 为 1， 
z(e)=0, 若 z(e) 在 (CP) 中 已 固定 为 0， 
步骤 5 车 (CP) 的 最 小 值 宇 x , 则 转 到 步 又 2。 否 则 进行 步 双 6。 
步骤 6 车 求 得 (CP) 的 最 优 解 x 是 一 个 H- 圈 。 则 转 到 步 台 12。 否 则 ,进行 步 又 7。 
步骤 7 对 应 于 x, 构造 一 个 网 络 G。 让 边 。 的 容量 为 zfe). 然后 , 求 G 的 最 小 截 集 
ó(S). 
步骤 8 车 2，z(e) 宇 2, 则 转 到 步骤 10; 和 否则 ,进行 步 又 9。 


LL 


步骤 9 增加 割 平面 条 件 : 
2, z(e)22, 


e Bis) 


改进 松弛 问题 (CP), 继续 用 字典 序 单 纯 形 算法 , 求 (CP) 的 最 优 解 。 然 后 , 转 到 步 邓 5, 

FR 10 ”对 应 于 网 络 C, 通过 下 述 方 法 ,构造 一 个 新 的 网 络 G 。 

步骤 10.1 首先 在 G 的 每 条 边 e= [vw, w] 中 间 , 插 入 两 个 新 的 点 ev, es 得 三 条 边 :[v， 
e], lenseu], [ens rw]。 定 义 边 [e,, ew] 的 容量 为 Q[e,,e,]=1-x(e); 边 [vw,e,] 和 [e,, w] 
的 容量 为 Q[v,e,] 和 Q[e,,w]。 它 们 都 等 于 xz (e)。 

步 又 10.2 将 G 中 的 每 个 (原来 的 ) 点 v, 替换 成 两 互 不 关联 的 点 vi, v2。 若 [wv, e, ] 是 
边 , 则 [v1, e,] 和 [vw2, e ] 都 是 边 , 且 它 们 的 容量 Q[ vi,e,] 和 Q[ vz, e,] 都 取 为 x(e)。 

步骤 11 求 网 络 G 的 最 小 奇数 截 集 8(S)( 从 定理 4.8 的 证 明 中 , 知道 G 中 的 奇数 截 集 
不 等 式 ,对 应 于 G 中 的 杭 子 不 等 式 )。 若 


2, Qlel>1, 


zÉ Š; 


MPSP 13; 
Q[e]<1, 


rE ts) 


则 可 找到 网 络 G 中 的 一 个 梳子 “5, F”, 使 得 
>, z(¿)+ 5(e)>151+ EH, 


eË Eli) eË F 


因此 ,可 增加 利平 面条 件 
Daa Drogi E. 


eE Els) # 
改进 松弛 问题 (CP), 继续 用 字典 序 单纯 形 算法 求 (CGP) 的 最 优 解 。 然 后 , 转 到 步骤 5。 
步骤 12 设 zo= 》 cle)z(e), 则 置 
e= E 


xx", rori A, Hag 2, 
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2313 选取 一 个 边 e, 使 得 0<z(e)<1( 容 易 证 明 ,这 样 的 e 必定 存在 ), 按 条 件 “z(e) 
=0” 和 “zx(e)=1"”, 将 (CP) 分 解 为 两 个 子 问题 (CP1) 和 (CP,), 赋予 它们 的 目标 函数 下 界 佑 
计 值 为 xo, 将 (CP1) 和 (CP,) 记 入 x 中 ,然后 , 转 到 步 台 3。 


6.3 集合 分 解 与 徐 盖 问题 


6.3.1 基本 概念 


Ë I=]|1,2, n, m| 是 一 有 限 个 元 素 的 集合 。 设 下 = |Fi, Fre, Fal I LATRI., 
即 F, 都 是 I 的 子 集 。 记 J 了 = |1,2,…,n|。J 的 一 个 子 集 J“, 若 满足 
U F;=I, 
JEJ 
则 称 J E [ B — 8 8 WW E 
F, Y F,= $, 对 所 有 的 j,kEJ",j 关 上 ， 
则 称 J* 是 下 的 一 个 无 关于 集 艇 ; 若 满 足 ” 
2 Pi T, ANRA, jrk kE], 
则 称 J "是 了 的 一 个 分 解 。 
对 应 于 一 个 子 集 艇 下, 定义 0,1 矩阵 A = (a;) 如 下 
1， 者 元 素 € F;, 
0, ETR i&F;. 


Gij Ez 


称 4 ATRRFHHRRKERE, 
设 Ci ETR F 的 价格 (或 称 权 )。 对 J 的 任意 子 集 J* ,定义 J* 的 价格 为 


2 Cj. 
IEJ 
下 面 三 个 问题 是 基本 的 整数 规划 问题 。 
覆盖 问题 (COP ) ; 
mirgo = 5 Cr 
满足 
x ajr;==1, i=l, =. a Mt 
Zz; 取 0 或 l, 站 二 下放， 
写成 矩阵 形式 为 
min] CX | Ax>=1,x 为 0,1 向 量 1， 
其 中 


C= (C "C, >D, 
1=(1,=,1)T, 


$= (Tis TTT y 并， 
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_ h, jE’ 
LE 
分 解 问题 {DPP)， 
min| CX|Ax=1,x 为 0,1 问 量 |， 
无 关子 簇 问题 (IPP): 


| min| CX | Ax<1, x 为 0,1 A}, 

已 经 看 到 ,图 和 网 络 中 的 很 多 极 值 问题 ,都 可 归结 成 上 述 0, 1 规划 问题 。 也 有 很 多 实际 问 
题 可 以 归结 成 上 述 形 式 的 规划 问题 。 

例如 ,让 J= 11,2,…, 表示 某 天 运输 任务 的 集合 , F.C I 表示 任务 的 某 种 搭配 方式 , 它 
组 合成 一 个 合宜 的 循环 运输 路 线 ， 适 合 于 一 辆 汽车 去 完成 ， 而 F 表示 所 有 合宜 的 搭配 方式 的 
集合 , 设 Ci 是 循环 运输 路 线 F, 上 空 驶 的 总 里 程 。 则 此 运输 任务 的 分 配 问题 ,就 可 归结 为 集合 
分 解 问题 。 | 

又 例如 , 设 了 是 材料 的 集合 ,J 是 商品 的 种 类 , F 表示 制作 商品 ; 时 所 必需 的 材料 子 集合 
(假设 一 种 材料 只 能 用 在 一 种 商品 上 , 不 能 分 开 使 用 )。C; 表示 商品 ; 的 价格 , 则 此 生产 计划 
问题 可 以 归结 为 无 关子 集 入 问题。 

定理 6.8 É A=(a;)Ë m ff n PR 0,1 SEE, EANA n 维 的 0,1 向 量 x+, zx, 使 得 

xl+x2=1, Axi=1, i=1,2, 

则 4 是 全 单位 模 和 矩阵 , 其 中 1 是 分 量 为 1 的 风量 。 

证 明 : 因 为 zx; 和 zi 取 0 或 1, 且 

zl+zi=1, j=1,.",n, 
则 可 将 4 的 列 指标 分 解 成 两 部 分 :SI 和 S; 
S= {jlz!=1}, S;=1j;l=z;=1!1, 


因为 
áx =i, i=1,2, 
所 以 
A|, + tx] =1, 
Bp 
A(x!+x°)= A 1=21. 
因此 ,有 关系 式 


a s a 


故 A 中 每 一 行 有 且 仅 有 两 个 1, 一 个 属于 S, 的 列 中 , 另 一 个 1 处 于 S, 中 的 列 。 因 此 AT 可 以 
看 做 某 二 部 图 G 的 点 边关 联 和 矩阵 , 故 4 是 全 单位 模 矩 阵 , 因而 4 也 是 全 单位 模 息 阵 。 证 毕 。 
定理 6.9 设 A=(a;) 是 m ffn PH 0,1 EE, RAAN n 维 的 0,1 向 量 x+ ,使 得 
Ax'=1, i=1,2, 
ri= zš, ISS <n, 


zit zi=1, k+1<j=<n, 
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则 多 面体 
P= |x| Ax=1, zx;= zr}, (1S;S%k); 0scx<1| 
的 所 有 顶点 ,都 是 0,1 解 。 
证 明 : 设 A=(Pi,…,P,, Pitis P.) H 


设 在 Ax =1 中 , 去 掉 使 8 的 分 量 为 1 的 行 ,以 及 前 面 的 上 列 后 , 变 为 Ax = 1, h x = 
(mir Ta) 由 于 
x= (zlepa) 和 x= (frp ri) 
都 是 条 件 Ax =1 的 0, 1 解 , 且 满 足 x!+ x*=1, 根 据 定理 6.8, 可 知 A 是 全 单位 模 的 ,因此 , 多面 
k P 的 所 有 顶点 都 是 0,1 解 。 证 毕 。 
考虑 集合 分 解 问题 
min| Cx | Ax =1, x 为 0,1 HÆ}, 
设 x! 是 它 的 任何 一 个 允许 解 ,x "是 它 惟一 的 最 优 解 。 记 
P=|x|Ax=1, x>=0!. 
定理 6.10 存在 多 面体 P 的 顶点 序列 
xl x e, x= x", 
使 得 
(1) 所 有 的 x' 都 是 0,1 aR, 
(2) x' 与 x'*! 在 上 相 邻 ( 即 x' 与 x'*' 之 间 只 有 一 个 变量 不 同 )， 
(3) Cri>Cx''!, i=1l,-", k-21. 
证 明 : 若 zj 十 rj; =1,j=1,2,---, n, I HEH 6.8, 可知 A J SA w k yp E. P 的 所 有 项 
点 都 是 0,1 向 量 。 应 用 单纯 形 方法 到 线性 规划 问题 : 
minj Cx [x€ P|. 
假如 以 x! 为 初始 的 顶点 , 那么 , 当 终 止 于 最 优 解 x 时 , 根据 单纯 形 程序 的 计算 过 程 , 便 可 得 
到 满足 (1), (2), (3) 的 顶点 序列 。 
现在 , 不妨 假设 
Er p, 
zitz? =1, j= ktl, n. 
根据 定理 6.9, 只 要 对 了 问题 ; 
minCx , 
满足 Ax =1, 
z; = xj )j= l,--, k, 
TD, J =k +1,-", n, 
应 用 单纯 形 方法 ,同样 也 可 得 到 一 个 满足 (1),(2),(3) 的 顶点 序列 。 证 毕 。 
对 给 定 的 m 行 n FIA 0,1 ERE 4 = (Pl,…, P EX A 的 交 图 G[A]=[V,Ej] 如 下 ， 
V=|1,2,.…,n|, 


E= (Li,j] 1 PIP, = Daxay >1) 
=1 
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让 AT 表示 交 图 G[A] 的 点 边关 联 和 矩阵 ( 即 4 的 列 对 应 于 G[A] 的 点 ,4 的 行 对 应 于 GEA] 的 
边 )。 记 
P=!x|Ax=1, x 是 0,1 HË}, 
P=lxlAx=1, x 是 0,1 HFH, 
则 容易 证 明 , P=P， 
交 图 G[A ] 中 的 一 个 团 尺 ,车 对 任意 的 oC (V \K), 都 使 vUK TEGIA ] 的 团 , 则 称 
K 是 G[A ] 的 一 个 极 太 团 。 
定理 6.11 不 等 式 条 件 有 H: 
2, z; <, 对 某 一 给 定 的 KC V 


是 (P)2 的 一 个 边界 面 的 充 要 条 件 为 :K 是 G[A ] 的 一 个 极 大 团 。 
证 明 : 设 是 G[A ] 的 一 个 极 大 团 。 显 然 条 件 电 是 (P)* 的 一 个 分 离 , 即 
xE(P):= ’) rji. 
JEK 


因为 K 是 极 大 团 , 所 以 对 任意 的 g& K, VART i EK, 使 得 [is, glEE, (El PIp; =0) 


记 
e 为 第 i 个 维 的 单位 向 量 ， 
x' 二 e', 对 所 有 的 i€ K, 
xÉ =e +e, WAH EAK. 
则 容易 看 出 


PD h=1,-``` m, 
£ K 
xy'€ PC(P)5, h=1,.…,n, 
[xz x" RJ R — SRE 2 BJ RHA, 
因此 , 条件 H EP) 的 一 个 边界 面 。 
i H E(P) 的 一 个 边界 面 , 则 显然 天 必 是 G[A] 的 一 个 团 。 现 在 假设 K 不 是 GLA ] 的 
极 大 团 。 则 必 存 在 某 ;所 开 , 使 得 KU 是 G[A] 的 困 。 因 此 有 关系 : 
x€ (P) >  zx;<1. 


jE€ KLI: 
因为 条 件 H E) 的 一 个 边界 面 ,所 以 必 存 在 线性 无 关 的 向 最 组 | x!, x*,…, x"|, 使 得 
x€ (P)°, k=1,2,.…,n, 


Dz =l, hk=1,2,-. n, 


JEK 
g&l, 二 一 再 之 n, 
JEJKU lil} 


由 此 可 知 
下 二 0 k=1,2,.…,n, 
则 | x ,x*,…, x"|， 实 际 上 是 n -1 维 空间 中 的 ”个 向 量 , 故 必 线性 相关 , 矛盾 。 证 毕 。 
无 关子 集 徐 问题 ,增加 松弛 变量 后 ,就 可 化 为 分 解 间 题 。 而 分 解 问题 (DPP), 当 C >0 BT, 
可 等 价 地 化 成 如 下 的 覆盖 问题 : 
min >) (C; + Lt;)=;, 


j=1 
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满足 
> ajr;2:1, i=1,2, 4, m 
所 有 的 二 取 0 或 1, 其 中 
r; = X) aj, L= > Ci +1. 


事实 上 , 设 x* 是 分 解 问题 的 任 一 允许 解 ,% ERANA, 但 不 是 分 解 问题 的 允许 解 。 即 
Ax" =1, Ax2>1, 


t= {i| >1,1<i=<m)=9. 
则 显然 有 关系 本 
> (C;+ Lt;)z; = 5 Car + Lm<L(m +1). 
但 是 ü ü 
3 (C; + Lu;)z2Z 2 Gaj+L(m+|ID>L(m +1). 
因此 , 只 要 分 解 问题 有 人 允许 解 , LORE S EI E tt. EARE ft ire chak l, 
6.3.2 覆盖 问题 的 割 平面 算法 


对 履 盖 问题 (COP), 34 C >0 时 ,常常 可 能 根据 下 述 的 简单 规则 ,将 问题 化 简 。 

化 简 规 则 1 者 4 的 某 一 行 a; 是 一 个 单位 向 量 ,例如 ax =1,ai=0,( 对 所 有 的 ;> k)WI 
Xk 必须 取 1。 由 于 x=1, 在 A 的 第 列 中 ,凡是 元 素 为 1 的 行 ,条 件 都 已 得 到 满足 ,因此 , 可 
将 这 些 行 和 第 直列 去 掉 。 

化 简 规 则 2 A 中 的 行 a, 和 a,, 使 得 a, 宇 a,, 则 第 1 个 条 件 可 以 去 掉 , 因 为 它 是 第 p + 


条 件 的 推论 。 
化 简 规 则 3 若 有 4 的 某 列 指标 集 S, 以 及 某 一 个 列 指标 和 s, 使 得 
2) Ayan, i=1,.,m, 
B FE $ 
之 GO, 


则 显然 第 上 列 可 以 去 掉 , 即 >, 在 最 优 解 中 可 取 为 堆 。 
这 些 规划 虽然 简单 ,但 是 ,实践 证 明 , 在 计算 时 很 起 作用 。 
对 A 的 任 一 指标 子 集 合 J ,定义 向 量 x(J)= {zi, zx,…, za) WMF: 
"s. 
lO, j&J 
假如 J 的 关联 向 量 x (J) 是 履 盖 问题 的 允许 解 , 则 称 J 为 一 个 覆盖 。 假 如 在 覆盖 JJ 中 ,有 
一 个 指标 疡 使 得 JA |j| 仍 是 一 个 覆盖 , 即 
3 a agal, i=1,-``, m, 
k€J 


则 称 j 是 一 过 剩 指标 , 一 个 不 含 过 剩 指 标的 政情, PF23523 g m, Sr br S PR S a. SPP J 
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中 的 一 个 指标 &, 它 不 是 J jgak ni 
I(k)= Í i| Day - aa = 0) =$. 


因为 C >0, MON MIEL R RDR — AEREN. 
定义 线性 规划 问题 (P) 为 . 
mini Cx | Ax=1, x 宇 0|, 
因为 4 是 0,1 矩阵 ,C>0, 故 ( 互 ) 的 最 优 解 必 满 足 条 件 
0=<xr<1, j=l, n. 
设 ( 瑟 ?的 基本 最 优 解 为 Y*。 对 应 于 xz *, 定 久 向 量 x* 如 下 : 
= kaS lee 
显然 ,x*“* 是 覆盖 问题 {COP) 的 一 个 允许 解 。 记 
= {jlz; =1, 1<;<nl, 
则 了 E-TEATR -EEEREN J.J ' 中 逐个 地 碱 去 过 剩 指标 后 , TAITEEN 
盖 , 记 作 三 。 
定理 6.12 # J 是 一 个 基本 覆盖 , 则 x*(J) 是 ( 互 ) 的 一 个 基本 允许 解 。 
证 明 : 因 为 了 是 一 个 基本 覆盖 ,所 以 了 中 无 过 程 指标 , 即 对 从 任意 的 上 后 J, 必 仔 在 车 一 行 
i, 使 得 ok = 1,a =0, 对 所 有 的 7EJ \ Ik1。 因 此 ,将 行 适当 排列 后 , 由 J 的 列 构成 的 A 中 于 
矩阵 , 必 可 表示 成 如 下 的 形式 : 
J 中 的 列 


| | 
Åy 

Ea: BEBE n] 1 $E — 3 3ERE, 因此 x(]) 是 (P) 的 一 个 基本 允许 解 。 证 毕 . 

将 线性 规划 (PP) 化 成 标准 形式 : 

R: min Cx, 

满足 Ax — ly=1, x=0, yZ0. 
这 里 的 了 表示 m x m 的 单位 矩阵 。 

不 妨 可 设 J= |1,2,…, 上 | 是 一 个 基本 覆盖 。 将 行进 行 适当 排列 后 ,矩阵 A 和 向 量 C 可 表 
东 成 如 下 的 形式 ; 

C = (CCN), 


a Yaman. —— 0 
JEF EHF 


因此 ,对 应 于 x(O WEERT PURA F by = fg X: 
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0 
1 
B(J)= =] 
ETI 一 
JAN = PAF 
定理 6.13 ”对 应 于 任何 基本 其 盖 J BJ 3E3BBEB(J), VRE B(J) 1= B(J). 
MEBH ; Arii B| iZ 
B01) -| ai 
Ë Å» — I| ; 
其 中 r, 和 1, 都 表示 单位 矩阵 , 则 容易 看 出 
BCDBCD=| [7 É 
i Aali hAn i 0 I 
证 毕 。 


对 给 定 的 基本 获 盖 J ,为 了 书写 简单 起 见 ,我 们 记 
B l1=B(J) 1= B(J), 
Ca= (Cr,0), 
A =(A - 1), 
C =(C;, CN, 0), 
N= 11,.…,n} VJ 
根据 单纯 形 算法 , 对 线性 规划 (五 ) 而 言 ,允许 基 B(J) 是 最 优 的 条 件 为 


CBB '!A=<C. 
É 
= h Ar “h 0 
zl | 
Ax An 0 -h 


让 P,(j€ N) 表 示 4i 中 的 列 向 量 , 则 最 优 判别 条 件 可 等 价 地 写 为 : 
CjP; — C; <0, WFPr 8 0 ; € N. 
假设 中 (J) 不 是 (已 ) 的 最 优 基 , 记 ， 
四 = 人 IC 一 C>0， jEN}, 
这 时 ,车 有 男 一 个 基本 团 盖 J“ ,使 得 


Cx(J")<Cx(J), 
W x(J')=(zr,"" J; )' 必须 满足 
Szi 21. 
je Q 
现在 , 称 条 件 
2 >l, 


jË Q 


HRTEM J 的 割 平面 。 
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A mm AFR ENR Pe ; 

FRL * AB841232, M) 3822 E, GAFA, HE, 任 给 一 个 禾 盖 ， 以 它 
作为 初始 的 记录 J, E ro = Cx(J)。 

步骤 2 利用 化 简 规 则 1,2,3, 尽 可 能 地 化 简 问 题 (COP) 和约 东 条 件 的 征 阵 A。 假 如 经 过 
化 简 后 , 已 经 能 完全 确定 问题 (COP) 的 最 优 解 , 则 步骤 终止 。 否 则 进行 步 又 3。 

步 又 3 求 松 弛 线性 规划 问题 (P) 的 基本 最 优 解 x " ,并 通过 x ", 求 得 一 个 基本 覆盖 J"。 

PRA 看 CrtJ”)<zro, 则 改进 记录 解 ,将 太一 JCxr(J ”) 一 xz0， 然 后 进行 步骤 5; 者 
Cx(J" ) 宇 x0 , 则 进行 步 又 5, 

步骤 5 对 应 于 基本 性 盖 三 ,经 过 适当 地 交换 行 和 列 的 次 序 后 ,将 矩阵 A MEA C 排列 


成 如 下 的 形式 
C=(C" Cw'), 
asje a 
An A; 
同时 , 取 基 矩阵 为 
人 
B(J )= qe 
然后 进行 步骤 6. 


J3R 6 若 对 所 有 的 jE N" ,满足 
Cy P, — C, =<:0, P; 为 4 中 的 列 向 量 ， 
则 步骤 终 止 ,当时 的 记录 解 x(J) 便 是 (COP) 的 最 优 解 。 相 反 , 置 
Q=1i|C P, CG >0, ;€ N" |, 
然后 , 进行 步骤 7。 
步骤 7 增加 制 平面 


E EADE 
min {Cx I Ax > 1, Sl x 为 0,1 向 量 ) 


£ Q 
代理 原来 的 问题 (COP)》, 转 到 步骤 2, 
因为 每 增加 一 个 割 平面 后 , 至 少 割 去 了 原 问 题 的 一 个 禾 盖 。 所 以 程序 必 在 有 限 步 内 终止 。 


习 WE 


设 A= (as) 是 一 个 m x n BJ 0,1 ERE, a, 表示 A 的 第 ) 列 ,4 中 没有 全 为 零 的 行 或 列 。e ER m 维 的 分 
我 全 为 1 HAm. i 

N= 11,.*,n|, 

M= 11,*…, ml|, 

P=|x€R"|Ax=e, z =0 3⁄1, ;€ N|, 

P=lx€ R"|Ax=e, x20}, 

P=|x€R"|Ax=<e, r=0 或 1, JENI, 

M = liE Ml|aa =11, REN, 
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Ni= |k€ Nias =11, iC M, 
N; = NN N;, 


Na = | € Nlala:=0|, i€ M,, k € M. 


1. 证 明 :对 任意 的 x€ P, 必 有 
2. 


jE Wa 


yS yY g&l s 
J€ N. 


2. 证 明 ; 对 任意 的 z€ P 以 及 任意 的 &EN,iE M,, DA 
S kp Fi 


JEN, 


3. 证 明 ; 对 任意 的 xEP,z 关 0, 若 满足 . 


EN, 


M| >€ P. 
4. BARER CC, 解 下 面 任务 安排 问题 。 


5. 讨论 下 面 问题 的 解法 


6. 已 知 代 价 和 矩阵 


求 最 佳 任务 安排 方案 。 


> Tj Os j= 1,2,. ni 


im 


42 
21 


` 16 


16 


19 
54 
28 
28 
11 
26 
Js 


zyž0, i=1,2, =, 


7 多 目标 规划 


大 允 数 实际 生产 或 决策 过 程 需要 考 碟 多 个 目标 。 因 此 多 目 标 规划 (不 管 变量 是 离散 的 还 
是 连续 的 ) 具 有 普通 性 , 单 目标 规划 是 经 过 合理 简化 或 序列 化 之 后 形成 的 。 幸 运 的 是 ,多 目标 
规划 方法 与 单 目 标 规划 方法 相 比 并 不 存在 更 多 的 困难 ( 见 参 考 文献 [4])。 事 实 上 , 只 要 增加 一 
些 概 念 和 选项 , 同一 个 单 目 标 规划 方法 往往 能 解决 多 目标 规划 问题 。 

多 目标 规划 中 的 多 个 待 优化 目标 ,通常 是 互相 冲突 的 ,但 也 有 些 互 不 冲突 的 多 目标 。 本 章 
主要 处 理 互 相 冲 突 的 多 目标 ,但 从 互 不 冲突 的 多 目标 说 起 。 


7.1 互 不 冲 帘 的 多 目标 规划 


互 不 冲突 的 多 目标 规划 可 以 区 无 困难 地 分 解 成 几 个 单 目 标 规 划 间 题 。 这 里 的 关键 是 要 根 
据 实际 情况 排列 单 目标 规划 的 优先 级 顺序 ,并 且 有 可 能 对 不 同 的 单 目 标 规 划 应 采用 各 自 的 方 
法 。 


7.1.1 考虑 库存 余 材 的 杆 村 下 和 料 方 案 


一 个 长 期 从 事 电 汇 排 (Busway) 设 计生 产 、 安 装 的 车 间 , 每 完成 一 座 建 筑 物 电汇 排 ( 视 为 
一 维 杆 件 ) 的 安装 ,就 要 用 一 批 标准 长 度 为 | 的 原 杆 材 截 成 长 度 和 数量 分 别 为 ,6b1; 12, bz 
ylms bm 的 坯料 (简称 下 料 任 务 ), 并 且 剩 下 许多 长 度 小 于 ! 的 余 材 库存 起 来 。 在 每 个 “设计 
一 生产 一 安装 "周期 内 ,总 是 期 望 :中 充分 利用 库存 余 材 下 料 ; 四 标准 长 度 1 的 新 购 杆 材 根 数 用 
得 最 少 。 

这 两 个 目标 可 以 作为 独立 的 规划 问题 提出 ,也 可 以 作为 同一 个 实际 问题 的 两 个 紧密 相关 
的 方面 来 研究 。 警 如 , 第 二 个 问题 就 是 一 个 经 典 的 整数 规划 问题 : 杆 材 下 料 ( 见 5.3 节 )。 

对 于 新 购 的 一 批 标准 杆 材 , 人 们 首先 考虑 的 自然 是 用 最 少 的 杠 数 达到 目标 。 在 不 考虑 余 
材 的 情况 下 , 这 也 是 惟一 关心 的 问题 。 

然而 , 如 果 长 期 从 事 这 类 下 料 工作 , 下 料 完毕 后 剩 下 各 种 长 短 、 数 量 不 定 的 余 材 是 必然 的 。 
这 些 余 材 大 老 数 可 作 下 一 次 下 料 时 使 用 。 倘 若 堆 置 不 用 ,不 仅 是 一 种 浪费 , 而 且 给 库存 增加 负 
扯 。 因 此 ,对 于 长 期 从 事 这 类 下 料 工 作 的 人 员 , 每 次 接受 一 项 下 料 任 务 , 首先 考虑 的 是 尽 可 能 
充分 利用 库存 余 材 , 即 上 述 第 一 个 规划 问题 , 然后 才 考 虑 购 进 最 少 根 数 的 标准 杆 材 下 完 库存 余 
材 不 可 能 截 出 的 坯料 , 即 经 典 的 杆 材 下 料 问 题 。 

显然 ,库存 余 材 的 长 短 和 数量 都 是 不 确定 的 。 达 到 标准 长 度 ! 的 余 材 可 假定 为 没有 , 而 任 
何 下 料 任务 都 用 不 上 的 极 短 余 材 也 已 经 从 库存 中 清除 出 去 。 假 定 库存 物料 管理 软件 能 及 时 问 
下 料 工程 师 提供 可 利用 余 材 的 总 数 n, BEAM R BIS E s (j=1,2,: n: e Sesi Se) 

以 余 材 e 为 代表 , 则 下 料 任务 (1, bislo balms bm) PI Le; 的 坯料 不 可 能 从 这 类 
余 材 截 出 。 在 考 虚 e 余 材 利用 时 很 容易 把 i; > e; 的 坯料 任务 从 任务 清单 中 删除 。 假 定 这 种 
删除 已 经 完成 , 则 余 材 e, 的 利用 问题 提 法 如 下 : 
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BAKE e; HAHA 1 根 , 问 在 下 料 任务 (1 bila 62;… ;此 ,bi) 中 最 多 能 完成 哪些 任 
务 ? 其 中 
l< <: < l<; (7.1.1) 
这 样 ,把 库存 余 材 的 充分 利用 分 解 成 n 类 , 由 长 度 最 小 的 余 材 e 开始 ,求解 n 个 问题 (7. 
1.1), 如 果 每 根 余 材 都 充分 利用 了 ,就 认为 库存 余 材 在 完成 当前 下 料 任务 时 被 充分 利用 了 。 
在 问题 (7.1.1) 中 , 令 


k 
bP = 2 

表示 下 料 任 务 (11, birio 62;…; bi) 的 坯料 总 数 ,并 用 n 表示 第 i 根 坯 料 的 长 度 。 显 

然 ， 
GSL Vid=ismp 3s:1=s=E 

可 以 接任 何 次 序 排 列 这 p 根 坯料 。 设 dono d ERER HEA] : i < 1,<-- < 1. Æ 

用 的 坯料 排列 z, 是 (长 度 ) 分 段 递 减 排列 ,例如 6, 宇 2(s =1,2,…, 上 ), 则 有 
Tt bes t= het th = iite = he ta = ipt 

在 排列 z, F. 余 材 利用 问题 (7. 1.1) 可 表述 为 :长度 为 e; 的 余 材 , 最 多 能 完成 下 料 任务 
(ty ta yz) 中 的 哪些 任务 ”其 中 ez: >: 

设 变 量 
_ [1.388581 t BRP e 切 出 ， 
lo, 坯料 4; 不 被 余 材 e 切 出 
则 余 材 利用 问题 可 写成 如 下 特殊 形式 的 0-1 背包 问题 : 


T1 


Ë 
max wr = bH? 
K (7.1.2) 
P 
s.t. Wr = Si Ser € 10,1| 
1 


从 长 度 最 小 的 余 材 ei 开始 ,求解 n 个 背包 问题 (7. 1.2), 就 解决 了 库存 余 材 的 充分 利用 
问题 。 

用 不 完全 枚 举 法 近似 求解 背包 问题 (7.1.2}) 蚌 最 简单 的 , 它 的 基本 步 又 类 似 于 5.2 节 ( 第 
5 章 习 题 1)。 

近似 算法 求解 背包 问题 (7.1.2) 的 误差 取决 于 下 料 任务 各 坯料 的 排列 x。 如 果 x 中 将 同 
KEL 坯料 顺序 排列 ,而 b 又 较 大 ,那么 误差 可 能 较 大 。 为 了 减 小 近似 求解 的 误差 , 取 分 段 弟 
减 排列 ri。 

近似 算法 求解 (7.1.2) 的 运算 次 数 是 8 的 某 个 倍数 ,通常 9= 12, 因此 近似 求解 (7.1.2) 的 
运算 操作 次 数 为 常数 。 解 n 个 背包 问题 (7.,1.2) 的 复杂 性 是 O(n )。 

库存 余 材 利用 问题 (7.1.1) 的 解 管 可 能 因 e 次 序 而 不 惟一 。 基 于 多 目标 考 虚 , 从 长 度 最 
小 的 余 材 开始 ,逐次 求解 背包 问题 (7.1.2)。 

有 趣 的 是 , 按 本 节 提 出 的 方案 , 先 求 解 n 根 库存 余 材 利用 问题 (7, 1.1), 最 后 求解 杆 材 下 
料 问题 ,不 但 不 增加 计算 复杂 性 ,而 且 还 减低 计算 复杂 性 。 这 是 因为 通过 a 个 背包 问题 (7.1， 


2) 的 求解 ,就 把 一 个 坯料 数 为 315; 的 杆 材 下 料 问题 , 变 成 一 个 坯料 数目 较 少 的 杆 材 下 料 问 


ial 
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题 。 
7.1.2 一 维 切 材 问题 的 完整 数学 模型 


5.3 节 提 出 的 标准 一 维 切 材 问题 主要 考 虚 " 用 最 少 的 杆 材 完成 坯料 任务 "这 个 合 题 。 其 
实 , 从 余 材 库存 备用 角度 考虑 ,更 周密 些 的 命题 或 许 是 “用 最 少 杆 材 完成 坯料 任务 ,还 留 出 最 长 
的 余 材 准备 下 次 切 材 时 好 用 。” 这 个 命题 包含 顺序 不 能 颠倒 的 两 个 优化 目标 , 其 前 提 是 第 一 目 
标 问 题 的 解 在 多 数 情况 下 不 惟一 。5.3 节 设计 的 不 完全 枚 举 算法 在 统计 近似 意义 下 解决 了 这 
个 二 目标 规划 问题 。 


IBC, bjj 三 1,2,…，, m ) 为 坯料 任务 , ! ERMEE, ko = [yy = 3 ti ] 2J lh 9386 


材 量 。 由 定理 $.2 和 定理 5.4 知道 kS kS 其 中 上 为 完成 坯料 任务 所 用 杆 材 数 。 设 第 i 
RITH HREH, 的 数目 为 a;, 则 有 


L, 3 > Ü, : = 1,2,"", R 
j=} j=l 


k 
Dy as = bj = 1,2,%, m (7.1.3) 
[| 


ER aj 20, = 1,2,…,k,j = 1,2,…,m 
一 维 切 材 问题 的 第 一 目标 是 求 
k“ = mink 
使 线性 整数 不 等 式 组 (7.1.3) 有 解 ,而 
k=k*—1 
使 (7.1.3) 无 解 。& “叫做 (7.1.3) 的 判定 数 ,也 就 是 完成 坯料 任务 的 最 少 耗 材 量 。 

HER k” Elko 2ko] $ k=ki=[1.5k01, (7.1.3) WREE, M k* Elko kil, € 
k=k=[0.5(kotk h EN] k * Elki 2ko] $ k= k,=[0.5(k +2 |; 重新 求解 (7.1.3)。 
这 样 ,用 二 分 法 可 以 得 到 有 &* 。 它 大 约 需要 求解 不 等 式 组 (7.1.3)「u](uw = lnko/ln2) 次 。 判 定 
数 是 惟一 的 。 

k" 求 得 后 , (7.1.3) 的 解 通 常 不 止 一 个 , 因此 更 多 的 需求 (或 目标 ) 可 以 对 切 材 问题 提出 。 
例如 , 可 以 要 求 切 出 最 小 的 切 材 余 量 ,因而 期 望 在 完成 坯料 任务 后 留 下 最 大 的 切 材 余 量 。 

max z = max Y la 


igiza" j=l 


s.t. laj S L, Jaj > 0,i = 1,2,7, k" (7.1.4) 


j=l jai 


Jaj = bjj = 1,2m, m 


ER a, 2 0,i = 1,2,4, k"j = L,2,---, m 
一 维 切 材 问 题 的 完整 数学 模型 由 两 个 目标 规划 组 成 ,第 一 目标 是 求 不 等 式 组 (7.1.3) 的 判 
定数 ,第 二 目标 是 求解 线性 整数 规划 (7.1.4)。 在 完整 数学 模型 下 , 多 数 切 材 问 题 有 惟一 解 。 
有 许多 精确 方法 求 (7.1.3) 的 判定 数 及 解 线性 整数 规划 问题 (7.1.4)。 然 而 到 目前 为 止 ， 
所 有 精确 方法 的 计算 复杂 性 均 不 低 于 O (km 1L2) ;而 用 不 完全 枚 举 算 法 近似 求解 完整 的 一 
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维 切 材 问题 ,计算 代价 只 是 O(n? 工 ); 其 中 = $3, L 为 数 的 二 进 制 长 度 。 


7.2 偏差 和 优先 级 


处 理 互 相 冲 突 的 多 目标 规划 问题 的 方法 不 是 惟一 的 ,并且 互 有 争议 。 本 章 投 述 的 方法 比 
较 普 遍地 被 接受 。 为 了 掌握 这 些 方法 , 需要 使 用 “偏差 "和 "优先 级 "两 个 术语 , 并且 不 强调 变量 
的 离散 性 。 
先 引 进 偏 差 的 概念 。 | 
例如 求 Zi- Ti aia 使 4x = aiti t aastat tayfa = b, a 5 | B 8 2 p 和 和 nn, 将 问题 转 
化 为 求 
min z=p+n 
s.t. åx-ptn=b 
xX, p, n=0 
其 中 p flln 分 别称 为 正 、 负 偏差 量 。 若 Ax-b>0, N] p>0,n=0;# Ax-b<0, A n>0,p 
=0, 显 然 让 和 不 可 能 同时 为 正 ,其 中 和 =(alyaz…an)x= (zi za, za) o HR, 38 
要 求 x 使 满足 Ax 宇 bb, 可 转化 为 求 
min z = n 
s.t. Ax—p+n=b 
x, p, n=0 
与 此 类 似 求 x ERE Arb, NA 
min z = p 
St. Ax—p+n=b 
x, p, nZ=Ü 
道理 很 直观 ,对 于 目标 Ax = 5, 则 要 求 Ax- b 的 绝对 值 极 小 ,对 于 目标 Ax2Zb, WE R fn 
RER n 极 小 ,对 于 目标 4x 短 8， 则 要 求 正 偏 差 量 p 达到 极 小 。 
骨 引 进 目标 函数 优先 级 慨 念 。 这 一 点 不 同 于 单 目 标 规划 。 人 举例 如下。 
【 例 7.1】 有 一 公司 生产 良种 产品 P, 和 Pa 它们 单位 产品 的 利润 分 别 为 80 元 和 100 
元 。P| 和 P, 都 需要 A, B, C 三 种 资源 


该 公司 每 天 拥有 A. B, C 的 有 效 资源 分 别 为 80,48,6 单位 。 问 题 是 如 何 安排 生产 ,使 利 
润 达到 最 大 ? 
设 : zi 为 每 天 生产 P, 产品 数 , r, 为 每 天 生产 P, 产品 数 ,问题 导 至 
max z = 8Ü z, + 100z; 
st. dri t 5r 80 


7 多 目标 规划 165 


4z, + 2 z,=<:48 
r =<6 
Zis za 
如 车 公司 经 理 必 须 考 虚 目 标的 优先 级 顺序 为 ; 
1. 首先 要 保证 A, B 两 种 资源 不 能 超过 限度 : 
4z1 十 S7o 80 
4 工 | 二 272 48 
2. 每 天 收入 至 少 800 元 ， 
80z1 + 100zz 之 80 


3, 资源 C 不 超过 6: 

r /=6 
4. 产品 P, 和 P, 产量 总 和 (单位 数 ) 不 超过 7 单位 :zl + z,<7 
用 下 列 形式 表达 之 


min z = Pi( bi f b2) + pan3+ Ps ba t+ Paps 
S.t. 4zi t 5r t ni~ p1=80 

åri t2rit na- pa=48 

80z, + 100r; + n3- pa= 800 

zit na- ba = 6 

Z1 十 了 2 十 天 5 一 由 5 二 7 

Zi Z2 bi ni20,i=1,2,3,4,5 

现在 这 里 P, Pa, Pa, P, 仅 是 一 种 符号 , 表示 优先 等 级 , 其 实 也 是 各 自 的 权 , 最 高 优先 数 
是 保证 pi + ps 达到 最 小 , 即 Ari + 5Sz;=S<80,4z, + 2z,<48, 在 保证 最 优先 级 的 前 提 下 ,力求 
80zri + 100z;3 宇 800, 再 其 次 为 r16, 最 后 为 z + r57. 

在 第 9 章 和 矩阵 博弈 的 混合 策略 中 , 把 混合 策略 看 作 各 种 纯 策 略 的 概率 分 布 。 在 这 种 意义 
下 , 混合 策略 就 是 多 个 纯 策略 按 概 率 加 权 的 单 策 略 。 因 此 , 泥 合 策略 可 视 为 加 权 的 多 目标 规 
划 。 但 本 章 所 说 的 权 , 仅 指 各 个 目标 的 优先 等 级 ,与 多 个 目标 按 “ 权 "形成 单 目 标的 意思 不 一 
样 。 

(07.2) 一 作坊 生产 两 种 产品 ,产品 P, 每 单位 产品 净 获 利润 10 元 ,产品 P, 每 单位 产 
品 净 获 利润 8 元 , Pi 产品 每 单位 产品 需 机 器 时 间 3 小 时 , Pa 产品 为 2 小 时 , 公司 每 周 共 有 机 
器 时 数 120 小 时 , 适当 的 加 班 是 允许 的 ,但 加 班 生产 的 产品 单位 利 澳 各 降 1 元 。 根 据 合 同 ,每 
周 两 种 产品 各 需 提 供 30 单位 。 根 据 上 述 条 件 建立 如 下 的 目标 优先 顺序 : 

1. 在 有 效 机 器 时 间 120 小 时 内 首先 满足 合同 。 

2. 其 次 加 班 时 数 应 尽量 减少 , 假定 每 周 加 班 不 超过 20。 

3. 最 后 利润 要 求 每 周至 少 为 800 元 。 

$r =m Pi 在 正常 开工 时 间 内 每 周 产量 ; 

ZT2 三 产品 Pi 在 加 班 时 间 内 每 周 产 量 ; 
r= Pú P, 在 正常 开工 时 间 内 每 周 产 量 ; 
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x= m P, 在 加 班 时 间 内 每 周 产 量 。 
因此 

z t r30 
Ts + x42230 
3:, +2r;&120 
3ra + 2: <Sz20 
10z í +9x,+ 8zr,+ T7zxz,Z800 
r,:0, i= 1,2,3,4 

min z= Pi(ni f nə + bs) + Papat Pans 

s.t. “xí rit nií- pií=30 
xat xat n,” px= 30 
3zí += +T ms — pa= 120 
3r2+27r4+ na~ pa = 20 
lür +9z, +8z;y+ Trat ns — ps= 800 
x;:0, i = 1,2,3,4, pi ni0, j =1,2, 4,5 


7.3 多 目标 规划 的 几何 解释 


先 举 例 说 明 。 
【 例 7.3] 
min z= Pi( pi + pz) + Ping + Ps pa t Paps 
s.t. drí+5r;jT+nií- p=” 80(G1) 
4zí+2rxrə+ na~ pi = 48(G;) 
BOr, + 100r + ns — pa = 800( G3) 
zi + mna —- b = 6( Ga) 
zıt zt ns- ps=7(Gs) 
Tis Ta ni, pi =0, i=1,2,3,4,5 
图 7.1 画 出 了 各 约 东 条 件 。 
首先 保证 满足 第 1 H Pn, 即 令 pi = pa =0, 可 行 解 域 为 图 7.2 的 影 线 部 分 。 
进一步 满足 第 2 目标 , 即 n=0, 得 可 行 解 域 又 缩 为 图 7.3 的 影 线 域 。 
再 考虑 第 3 个 目标 , 即 ,得 图 7.4 中 阴影 部 分 代表 的 可 行 解 域 。 
最 优 解 为 (0,8) 点 , 即 ri =0,z;=8, 该 点 使 ps 达到 最 小 ,过 (0,8) 点 引 zí + z; = c HF 
行 线 ,c=8, 故 ps5=1。( 图 7.5) 
[ 例 7.4] 
min z = P, pi + Pana + Pana 
s.t. zitz tnı-—p=10 
2x t rat na- pa=26 
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图 7.3 图 7.4 
-x1+272+ ny - p3=0 
Xi ži Ap piz, i= 1,2,3 
约 东 条 件 及 可 行 解 域 如 图 7.6 所 示 。 


0 (10,0)(13,0) = 


Bl 7.5 图 7.6 
若 考虑 第 1 目标 ,图 7.6 中 的 影 线 域 是 可 行 解 域 。 若 考虑 第 2 目标 , 则 (10,0) 点 使 az 达 
到 最 小 ,过 (10,0) 引 2x1+ zz = c 的 平行 线 ,c =20, nz=6, 第 3 目标 放弃 , 即 第 3 目标 不 能 完 
全 达到 。 因 为 第 2 目标 的 优先 级 高 于 第 3 目标 。 故 只 能 在 保证 第 2 目标 条 件 下 , 求 第 3 目标 
尽 可 能 好 一 些 。 
[ 例 7.5] ZI EF A, BAH m, Err m A, 每 单位 需 加 工 2 个 机 时 ,生产 产品 
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B 每 单位 需 加 工 1 个 机 时 ,工厂 每 周 开 工时 间 为 140 机 时 ,根据 市 场 预 测 产 品 A 每 周 需求 量 不 
超过 60 个 单位 ,B 产品 不 超过 100 单位 ,产品 A 的 利润 为 300 元 /单位 ,产品 B 的 利润 为 120 
元 /单位 , 问 应 如 和 何 安排 生产 。 
max z = 300r + 120r: 
s.t. 2x t r,=ç140 
zı S60 
Ta<100 
Z, T220 
其 中 , z, 为 产品 A 的 每 周 生 产 单位 数 , z, 为 产品 B 的 每 周 生 产 单位 数 。 
结果 ;A 产品 生产 60 单位 ,B 产品 生产 20 单位 ,每 周 利润 为 == 20 400 元 。 
若 改 变 为 : 
第 1 目标 :利润 不 少 于 25 000 元 。 
第 2 目标 :(1) 加 工时 数 不 超 过 140 机 时 ;(2) 产 品 A 不 超过 60 单位 ;(3) 产 品 B 不 超过 
100 单位 。 
则 有 
min z= Pini + Pal bz + bs + ba) 
s.l. 300z; + 120x;- pı + ni =25 000 
2x1 t r>- b2+ n = 140 
r  — Ps t ns = 60 
x~ ba + na = 100 
Tis Trs Pi ñi, Po n>, Pas ns, ba n 20 
约束 条 件 如 图 7.7 所 示 。 
显然 第 2 个 目标 是 不 能 完全 达到 的 , 只 能 求 得 P2 t ps T pa 尽 可 能 小 ( 见 图 7.8). 


(60,0) (70,0) 


B 7.7 E 7.8 
对 于 (60, 100) S, p3= p4 =0, (60,58.3) p = p1=0, E p, BFA 0;(43.3,100)8, p, 
= p4 = 0, p2 也 不 为 0, 不 过 p. 较 小 。 从 直观 也 可 见 到 在 (60, 58.3) 点 p, 处 最 小 , 即 为 最 佳 方 
案 , 第 1 目标 完全 达到 ,第 2 目标 部 分 满足 ,由 于 p>0, 即 加 工时 数 超过 了 140 机 时 , 原来 的 
2xi+a140 
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的 条 件 不 能 满足 。 
[ 例 7.6] 某 工厂 生产 A,B 两 种 产品 ,每 小 时 均 可 生产 1 000 单位 ,工厂 正常 开工 为 每 周 
80 小 时 ,根据 市 场 预测 ,产品 A 需求 量 为 每 周 70 000 单位 ,产品 也 需求 量 为 每 周 45 000 单位 ， 
产品 A 的 利润 为 每 单位 2.50 元 ,产品 B 的 利润 为 每 单位 1.50 元 。 
第 1 目标 :避免 开工 不 足 ; 
第 2 目标 :加 班 时 数 不 超 过 10 小 时 ; 
第 3 目标 ;努力 达到 最 大 销售 量 ; 
第 4 目标 ; 尽 可 能 减少 加 班 时 数 。 
设 ri zz 分 别 是 产品 A.B 的 产量 ,以 1 000 为 单位 , 则 
min z= Pini + Papa t PalSn2z+3n3) + Pahi 
5.t. zitz tnı— p=80 
Xi tni- p=70 
T +t ns —- ps = 45 
zit rit na~ pai = 90 
Tp Tp Ap Ap na, na, Pi: Pr Py p 220 
请 注意 这 里 由 于 产品 A 的 利润 为 2.5 元 /单位 ,而 产品 B zi 
的 利润 为 1.5 元 /单位 , 故 第 3 目标 n 的 权 为 5, ms 的 权 为 
3, E[ =, fll x, 的 目标 级 权 相 同 ,但 系数 加 权 不 同 。 
图 7.9 画 出 了 约束 条 件 。 
若 考 虑 第 1 目标 , 即 nj=0, 以 及 加 班 时 间 和 限制 在 10 小 
时 内 , 即 p=0, 故 解 域 缩 为 图 7.10 中 的 影 线 部 分 。 
但 由 于 第 3 个 目标 n; 的 权 高 于 na 故 (20,70) 点 是 最 佳 _ 
点 。 第 4 个 目标 为 pi=0 这 是 不 可 能 的 ,第 4 个 目标 必须 服 ° a 
从 于 第 3 个 目标 。 图 7.9 
若 在 上 面 例 子 中 , 有 一 老 主 顾 急需 产品 A100 000 单位 ,必须 将 这 项 任务 作为 第 一 目标 , 将 
保持 正常 开工 作为 第 2 目标 ,第 3 目标 为 将 加 班 时 间 尽 可 能 减少 ,第 4 个 目标 为 尽 可 能 多 地 销 
Em B. 
则 有 


min z = Pina t Pana + Psp i + Pana 
S.t. zıt zıt nı- p17 80 
qit n~ p= 100 
zt rp p745 
To X23 1 R23 Ay bi bz, p320 
约束 条 件 如 图 7.11 所 示 。 
为 了 满足 第 1 目标 ,允许 解 域 在 z1=100 的 上 方 ,这 样 第 2 目标 自动 满足 ,第 3 个 目标 不 
能 达到 ,但 尽量 做 到 使 p, 达到 最 小 ,显然 这 一 点 是 r= 100, rz=0, 第 4 个 目标 是 达 不 到 的 。 
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7.4 多 目标 规划 的 单纯 形 表 格 


多 目标 规划 的 单纯 形 表 格 实质 上 就 是 线性 规划 的 单纯 形 表 格 。 
[07.7] 某 公 司 生产 A, B 两 种 产品 ,每 单位 所 需 的 机 大 时 间 相 同 ,都 是 1 单位 时 间 。A 
的 单位 利润 为 25 万 元 ,B 的 单位 利润 为 15 万 元 。 该 公司 生产 能 力 为 每 月 80 单位 机 器 时 间 ， 
市 场 估计 A 的 每 月 最 高 需求 量 为 70 单位 ,B 的 每 月 最 高 需求 量 为 45 单位 。 者 仅 考 虑 最 高 利 
W, 则 导致 解 下 面 线性 规划 问题 。 设 ri rz 分 别 为 A,B 的 每 月 产量 。 
max z=2571+157x; 
s.t m= + r>,);=<80 
0= zr =<ç70,0= zr,=45 
者 考虑 下 列 目 标 
1. 第 1 目标 为 避免 开工 不 足 ; 
2. 第 2 目标 为 避免 加 班 时 数 超过 10 单位 机 器 时 数 ; 
3. 第 3 目标 为 A,B 达到 各 自 的 最 高 销售 目标 ; 
4. 第 4 目标 为 加 班 时 数 尽 可 能 少 。 
min z= Pini + Papa t SPanz + 3Pyna+ Papi 
s.t. Tit+ z+ n — pi=80 
工 1 十 na p= 70 
xat n3- py = 45 
nat pi — p => 10 
Tis Ts Ris n> A3, ña Pis Pa ba, p 220 
这 里 需要 说 明 的 是 , n 和 n, 原 部 属 第 3 目标 , 因 A 产品 的 利润 为 每 单位 25, 而 了 产品 的 
利润 为 15, 放 分 别 给 以 权 SP3, 3P30 
下 面 给 出 多 目标 规划 的 单纯 形 表 格 :( 如 表 7.1) 
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3 7.1 


D kbb = | = = S = I! = 


Ci” S 


= 


在 这 里 Pi, Pa, Pa P, 作为 系数 处 理 ,可 以 看 作 P p P. P p P, ASB 意味 着 对 于 任意 正 
常数 &, 恒 有 A>kB 和 A>B+k。c-z 行 第 2 列 自 上 而 下 为 Pa Ps, Po, P AA xl 列 的 
cj 一 si 应 为 -~ Pi 一 5P;, 所 以 该 列 在 P| 行 的 数 为 -1,P; 行 的 数 为 - 5, 其余 Pa P, 行为 0, 余 
类 推 。 故 ri 作为 进入 基 , 取代 n>。 办 法 同 单纯 形 法 。 下 面 以 azi 作 为 主 元 素 进 行 消 元 , 结果 
如 表 7.2 所 示 。 

387.2 


35 
10 
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所 以 zi =70, rz=20, p=10,ns=25, 使 第 1 目标 ,第 2 目标 得 到 满足 ,第 3 目标 得 到 部 
分 满足 ,第 4 目标 pi = 10 未 达到 最 小 。 


7.5 多 目标 规划 的 目标 序列 化 方法 


上 和 节 讨 论 的 单纯 形 表格 法 实际 上 是 单纯 形 表格 的 变形 ,从 实践 中 体验 到 其 实质 是 先 解决 
第 1 目标 问题 , 然后 依次 解决 第 2, 第 3 等 目标 问题 ,所 以 可 以 依 顺 序 进 行 。 关 键 一 点 是 在 从 
优先 级 高 转 人 低 一 级 时 , 非 基 变量 的 c; - z; 为 正 的 ,应 退出 , 因 它 的 进入 将 损害 优先 级 高 的 目 
标 。 在 作 形 式 化 说 明之 前 , 先 通过 例子 说 明 。 
【 例 7.8] 
min z= Pi( pı + p2) + Pan3+ Psp a f Palnit+1.53n2) 
s.t. 工 1 十 下 1 一 办 三 30 
Tit ny ba = 15 
6z í + ]2zxz,>+ n3— p= 1000 
zmzíi+2ry+ na~ ba = 40 


Tir Ta, nis Pi>0,1=1,2,3,4 


min z1= pi + pa 
s.t. ztn- pi1=30 
zat n` p| =15 
Tb Irni Ag Pis p20 


R 7.3 是 其 单纯 形 表 格 。 


n1=30, 2n: =15, z1 = XT2= pi = p2=0, z1 = pit px = 0. 
由 pit p2=0, po p220, p i = px = 0,835 TER, 
min 22= n3 
s.t. x1+ni=30 
r+ n, =15 
8z + l2r +t na~ ps=1 000 
Tis T2, Nis N23 ns, p30 


其 单纯 形 表格 见 表 7.4。 
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zr = 30, z; = 15, z; = ns = 580 
请 注意 表 7.4 中 ni, nao ps 列 的 c; — =; 值 都 是 正 , 它 们 车 进入 基 , 将 破坏 第 2 目标 的 结 
果 , 故 在 进入 第 3 目标 时 可 以 略 去 。 
min z3= pa 
s.t. x =30 
Tr, = 15 
8xz, + 127x;= 420 
TI1+272+ n3- p = 40 
Lis Tz na b 220 
故 得 x =30, r4=15, n= 0, p4 =20, z3 =20, z} = ni +1.5n,.=0 
[67.9] 
min z = Pil pi + p2) + Pingat Pana 
S.t. 2zí+z>+ n jÁ- p =12 
Tı + r+ na- py =10 
zıt n3- pa=/ 
zy tert na~ pa=14 
Zir Tz ni, pi220,i=1,2,3,4 
解 第 1 目标 : 
min z = pı + b; 
s.t. 271-ZX2+ni- pi = 12 
Zí zrz2+nz- bi =10 


Eis His b, 全 0， i =1,2 
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表 7.5 是 其 单纯 形 表 格 。 
3 7.5 


ÉZ xz? = pi t p. =0, p= px =0, ni =12, n = 10, =, = =< =0 86 N % 2 F £a: 
min z>= ns 
s.t. 2zx + Xx2t+ ni=12 
zi t z+ n2=10 
tit ny- p=! 
Xis Xis ni n>, na, p30 


# 7.6 是 其 单纯 形 表 格 。 


36 7.6 

B B 

ni (6) 

n3 10 
7 


Tr =6, na = 4, n í = z> = pa = Ü, zr = m = l, 而 且 T>, Nis P3 作为 非 基 变 景 不 可 能 进入 
基 , 因 它 的 进入 将 损坏 第 2 目标 , 故 在 进入 第 3 目标 时 于 以 放弃 。 


min zs= pa 

s.t. 271=12 
zi + n> = 10 
r ,+1]=7 


itna b = 4 


所 以 n= 4, na =0, pa=2, 故 x1=6,x2=0, zi =0, zi =1, zr =2. 
7.6 多 目标 规划 的 灵 教 度 分 析 


举例 说 明 如 下 : 


min z=P (pit p.)+ Plns+2na) + Pani + Papa 
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s.t. 区 1 十 并 一 加 三 20 
T+ n> pb. = 35 
-Srit3r+ n3- p,= 220 
Tri tat na a- b = 60 
Ty, T ni, piZ20, i = 1,2,3,4 
做 表 上 运算 ( 见 表 7.7). 
表 7.7 


| 


0 0 Ü 

1 0 0 

0 1 0 

0 0 I 

=i Ü) Ü D Ü 
3 =i 0 1 2 
Ü 0 1 0 0 
0 0 0 

1 Ü 0 

3 1 0 

1 Ü 1 

Ü 0 

1 2 


1 0 O O 
g-i- |0 1 0 O 
0 3 170 
101 


表 7.7 中 最 后 一 轮 两 虚线 间 的 矩阵 即 为 p l, AER B EE, 
【 例 7.10] 车 右 端 项 第 2 个 数 从 原先 的 35 改 为 40, WI 
1 0 0 01[20 20 
0 1010141] |40 
0 -3 1 0||220| |100 

1 0 1L60 100 
结案 基 不 变 , 只 不 过 第 2 个 基 >; 的 值 改 为 40, 第 3 个 基 ni 和 第 4 个 基 n, 都 改 为 100, EAR 
变 。 

第 1 和 第 4 目标 达到 , 第 2 目标 的 值 改 为 300, 第 3 目标 没 变 化 。 

[ 例 7.11】 车 矩阵 4 的 系数 变化 ,例如 ai 从 -5 改 为 2, 则 


B !p= 
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1 0 0 Of 1 
a |0 10 ojjoj jo 
B a, = n 
0 -3 1 0j|j2 2 
l 0 HU l 
对 应 的 ci Zl 改变 为 ; 
1 
Ü 
- (P. P, P, 2P,) 2 = —4P, —- P, 
1 


进行 表 上 运算 ( 见 表 7.8)。 
表 7 了 .8 


[ 例 7.12】 参数 目标 规划 
min z= Pi(pit+ px) + P. (ns + na(1+r))+ Pn; 
s.t. Xit ni - pi=20 
zz + nz — pz = 35 
—5z T+ 3z t ns — pí =220 
Ti tat na- pa = 6Ü | 
Ty, T2, ni, pi20, i =1,2,3,4 
令 r=0, 表 7.9 是 r=0 时 的 单纯 形 表格 。 
【 例 7.13】 参数 > 出 现在 右 端 项 ; 
min z= Pi(pit px) + Paln3t+2n4a)+ Pani 
s.t. Tr1tni— b i=20-r 
r. +n," p. =35+ r 
— $z + 3x,+ n3- p3= 220 
Zi z2:Tna- pa= 60 +2r 
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ys lij» pb; 宇 0, i = 1,2,3,4 


38 7.9 


0 时 的 解 见 前 面 。 基 变量 为 ni, za, ng na 时 有 


1 0 0 0 
p-is 0 1 0 0 
0 -3 1 0 
1 O 1 
1 0 0 0][20-r 20-r 
0 1 0 0||35+4 l 2 
0 -310 115-3r 
1 0 1- 0+2r 95 + 3r 


建立 单纯 形 表 格 ( 见 表 7.10). 
3 7.10 


20 -= r 
305+ 3r 
Ü 


Z<, <2 时 , 上 面 单纯 形 表 


格 给 出 最 优 解 。 在 r< -31 - 则 95+3r<0, 利 用 对 偶 单 纯 形 法 于 上 面 单纯 形 表 格 , 得 表 
7.11. 


3⁄: 20 — r=0,35 + r=0, 115- 320, 95 + 3r =0, Æ — 31 
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# 20 - rZ=0,35+ r>0,115-3r=0, -95 -3r =>0, E] — 35% =< — 31 bJ: 3 7.11 给 出 
最 优 解 。 
类 位 的 办 法 可 讨论 ,115 一 3r 主 0,20 一 + 过 0, El r38 r 宇 20 sË 20 < r38 工时 解 


3 
的 情况 ,这 时 利用 对 偶 单 纯 形 法 , 主 元 素 为 ni Ipi 列 ( 见 表 7.12)。 
表 7.12 


7.7 不 相 容 线性 不 等 式 组 的 测定 与 校正 


由 上 可 知 , 利 用 届 差 和 优先 级 概念 ,有 冲突 的 线性 多 目标 规划 实质 上 演变 成 处 理 不 相 容 线 
性 不 等 式 组 的 问题 。 首 先 ,优先 级 的 引入 ,使 得 目标 函数 与 约束 条 件 没 有 差别 。 其 次 ,加 入 适 
当 的 偏差 后 , FARS TEARRE Æp EE, 线性 多 目标 规划 的 基本 问题 可 以 认为 
是 对 不 相 容 线性 不 等 式 组 的 测定 与 校正 。 本 节 对 此 问题 给 出 一 种 比较 容易 的 统一 处 理 方式 。 

考 虚 如 下 线性 不 等 式 组 ， 

Ax=B | (7.7.1) 

其 中 A= (ap) m x n ERE ml, n22), X= (zi, Tos an) M B= (bi, bn) 分 别 
是 n EHEM m 维 向 量 。 不 等 式 组 (7.7.1) 被 称 之 为 不 可 约 不 相 容 线性 不 等 式 组 , 如 果 它 本 
身 不 相 容 , 但 它 的 每 一 个 真子 系统 相 容 , 一 般 的 不 相 容 线性 不 等 式 组 可 能 不 是 不 可 约 的 。 如 果 
(7.7.1) 不 相 容 但 非 不 可 约 ,那么 首先 应 该 找 出 其 中 的 不 可 约 不 相 容 于 系统 ,然后 校正 每 个 不 
可 约 不 相 容 子 系统 的 右 端 , 使 之 变 成 相 容 。 右 端 被 校正 的 量 ,对 目标 规划 而 言 就 是 某 目标 离 要 
求 的 最 小 距离 。 

(7.7.1) 的 初始 相 容 子 系统 是 容易 找 出 的 。 例 如 ,第 一 个 不 等 式 
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T? : 
aX = (ai am, saln) j =b, nZ=2, a 50 


Tt 


显然 是 相 容 的 并 且 存 在 无 数 个 内 点 满足 
aıX >b; 
不 失 一 般 性 , 假定 
a1 bi 
AX = hon- : |. 1: < m 
ak bk 
为 (7.7.1) 的 初始 相 容 子 系统 , 生 x° 是 (7.7.2) 的 一 个 初始 内 点 , 即 
A,X°> B, 
在 (7.7.2) 中 , 行 向 量 a; = (aj, di2, am)s 
考虑 线性 规划 
a, +X max, AX = B; 
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(Ta) 


(7.7.3) 


按 假定 (7.7.3) 的 约束 系统 是 相 容 的 并 且 有 初始 内 点 X 。 因 此 可 以 采用 等 高 面 法 求解 (7.7. 
3)( 见 2.10 节 )。 如 果 


maxa; +1 X =b} 


则 不 等 式 组 


A, + X = X=B;,. = 


bi | 
br+] 


Ak+l 


(7.7.4) 


是 (7.7.1) 的 相 容 子 系统 ;否则 ,在 (7.7.4) 中 至 少 存在 一 个 (7.7.1) 的 不 可 约 不 相 容 子 系统 。 


假定 
als = s ni (Sol = lawl == s =< k) 
i=] ; 
K 
arsy" < bk+1 
不 失 一 般 性 ,在 (7.7.6) 中 可 认为 
Acli =l g SgS). 
则 线性 不 等 式 组 


定理 7.1 设 )…, 灵 为 1,…, 上 的 一 种 排列 ,y ”满足 


”YE R', 21a; #0), 


ay” > bis (i = Ter ea jede 


aX =b, (i= a q), 


dX bka 


(7.7.5) 


(7.7.6) 


(7.7.7) 


(7.7.8) 


(7.7.9) 
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是 (7.7.4) 的 不 可 约 不 相 容 子 系统 , 且 


A=(-Au i, Àp)" (7.7.10) 
是 (7.7.4) 的 信息 向 其 。( 信 息 向 量 的 定义 见 参 考 文献 [7]) 
证 明 : 令 
a; b; 
A. = i , B, = ` (7.7.11) 
k+l k+l 


则 由 (7.7.5) 和 (7.7.6) (7.7.8) 知 
ran, = q 
及 
41A,=0,(4>0) (7.7.12) 
H(7.7.5)—(7.7.7), (7.7.14 
ATB, >ATA y *=0 
因此 (7.7.9) 是 (7.7.4) 的 一 个 不 可 的 不 相 容 子 系统 ;又 由 (7.7.12) 知 4 是 其 信息 向 量 。 证 
毕 。 
现在 假定 (7.7.1) 不 相 容 。 不 失 一 般 性 , 可 认为 (7.7.2) 相 容 而 (7.7.4) 不 相 容 。 根 据 定理 
7.1, 利 用 等 高 面 算 法 求解 (7.7.3)。 可 找到 一 个 形 如 (7.7.9) 的 不 可 约 不 相 容 子 系统 ,其 信息 
向 量 为 (7.7.10); 还 可 找到 (7.7.2) 的 一 个 内 点 r 及 一 个 满足 (7.7.5) 的 最 高 边界 点 y". È 
记号 (7.7.11), 不 可 约 不 相 容 线性 不 等 式 组 (7.7.9) 被 写成 
AX=B,, Sqn) (7.7.13) 
校正 (7.7.13) 右 端 B, 的 基本 定理 如 下 : 
定理 7.2 设 (7.7.13) 为 不 可 约 不 相 容 线性 不 等 式 组 ,满足 (7.7.12) 的 À 为 其 信息 向 量 。 
则 系统 
A.X2B, + AB, 
相 容 的 必要 充分 条 件 是 
iT(B, + AB,)<0 
证 明 : 由 于 (7.7.13) 为 不 可 约 不 相 容 , 故 (7,7.13) 的 前 q 个 不 等 式 相 容 , 最 后 一 个 不 等 式 
与 前 9 个 不 等 式 牙 盾 。 即 存在 y” ,使 
ajy" =b (i=l, mq) 
QR+I Z betl 
令 
ABs=(0,,0,ar+1y” — br+1)" 
则 
AX=B, + AB, 
变 成 相 容 。 此 时 由 (7.7.12) 知 
AT(B.+AB,)<24 TA X =0 
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必要 性 得 证 。 现 在 证 明 充 分 性 。 由 于 4 是 (7.7.13) 的 信息 向 量 , 故 存在 ER, E 
1 AX=0. 
如 果 AB, 使 
4'(B,+AB,)<0, 

则 有 

ATA X =0=14 (B, +AB,), 
再 由 4 >0 得 知 条 件 的 充分 性 。 证 毕 。 
mÆ 

AB, = (Abj,, Ab; Abrs)" 


叫做 (7.7.13) 的 校正 阿 量 。 棱 正 向 量 使 (7.7.9) 和 (7.7.4) 同 时 变 成 相 容 。 
习 Em 


1. 一 公司 有 两 条 生产 线 生 产 一 种 产品 ,第 一 生产 线 每 小 时 生产 5 个 单位 产品 , 第 二 生产 线 每 小 时 生产 6 
个 单位 产品 ,每 天 都 开工 8 小 时 ,者 目标 优先 级 考虑 为 ， 
(a) 首 先 保证 完成 每 天 生产 120 单位 ; 
tb) 第 2 目标 为 避免 第 二 生产 线 加 班 每 天 超过 3 小 时 ; 
{c) 第 3 目标 为 加 班 总 时 数 最 小 ; 
(d) 第 4 目标 为 尽量 如 免 开工 时 间 不 足 。 
试 求 问 题 的 解 。 
2. 一 工厂 有 两 条 生产 线 生产 某 一 产品 ,第 一 生产 线 每 小 时 生产 2 个 单位 产品 , 第 二 生产 线 每 小 时 生产 二 
单位 产品 ,正常 开工 每 周 40 小 时 , 每 单位 产品 获 利 100 元 。 设 : 
(a) 第 1 目标 是 生产 180 个 单位 产品 ; 
tb) 第 2 目标 是 限制 第 一 亲生 产 线 每 周 加 班 不 得 超过 10 小时; 
(c) 第 3 目标 避免 开工 不 足 ; 
(d) 最 后 目标 是 加 班 时 数 达 到 最 少 。 假 定 两 条 生产 线 的 开工 费用 相同 。 
i ) 试 建立 上 面 问题 的 目标 规划 。 
i 者 考虑 每 周 利 洞 19 000 作为 以 上 4 个 目标 前 面 的 第 1 目标 ,如 何 修改 其 模型 ? 
ji) 着 仅 考 虚 一 个 目标 , 即 利润 达 最 大 又 如 何 ? 
3. 分 别 用 图 解法 .单纯 形 法 .目标 序列 法 求 下 列 问题 的 解 。 
min z = Pi( pi f pa) + Pana+ Pana 
s.t. Xit .xt ni- bi= 400 
2zi t zt n- p= 500 
xz i+ ns — p= 300 
0.4zi+Ü.3z;+ n, — pa=240 
ži Zi Ris pi220,i=1,2,3,4 
4. 求解 
min = Pini + Papit P,((1+r)ns+5ni)+ Papi 
s.t. xit zat ny- p= 100 
zit xt na~ py=90 


xit ns- pÍ = 80 
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p. + na pa= 55 
ls Hir p0, {= 1,2,3, 4 


5. 求解 
min + = P, (pi + px) + P,(n s *f2nai) + Pan 
s. ziti p= 20 
xat nz” bL = 35 
-3r1tdrit+ n3- py = 200 
i~ r, + na™ pa= 60 
Z| Z p pi20,i=1,.2,3,4 
在 本 题 中 


(a) 车 增加 一 约 东 条 件 :z1+ aat ns 一 ps=50, 目 标清 数 Poa(ns+2n4) 改 为 Pa(n3+2n4+2ps), 求 间 题 
的 解 。 
{b) 若 增加 一 变量 rs, 约束 : 
mi T+ xry + ní — p i 三 并 人 
r+ nz p2=35 
= S> (+ 3x,- r+ n;— p= 200 
Zi xz. + na~ p a = 60 
Zi Ty ZÍ na p.220,i = 1,2,3,4 
求 问题 的 解 。 
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8 动态 规划 


动态 规划 是 解决 多 阶段 决策 过 程 最 优化 问题 的 一 种 方法 。1951 F, 美国 数学 家 贝尔 曼 
(R. Bellman) 提 出 了 解决 这 类 问题 的 “最 优化 原理 ", 1957 年 发 表 了 他 的 名 著 ( 动 态 规 划 ), 该 书 
是 动态 规划 方面 的 第 一 本 著作 。 

动态 规划 问世 以 来 ,在 工农 业 生 产 , 经 济 、 军 事 , 工 程 技术 等 许多 方面 都 得 到 了 广泛 的 应 
用 ,取得 了 显著 的 效果 。 它 可 以 用 来 解决 诸如 最 短路 径 问 题 .资源 分 配 问题 ,生产 调度 问题 , 库 
存 问题 ,排序 问题 ,设备 更 新 问题 ,生产 过 程 最 优 控 制 问题 等 等 。 动 态 规划 具有 与 线性 规划 . 非 
线性 规划 完全 不 同 的 独特 思路 和 方法 ,因此 它 能 处 理 许 多 用 其 他 数学 规划 不 能 奏效 的 问题 , 特 
别 是 离散 性 问题 。 

决策 过 程 根 据 时 间 参 量 是 连续 的 还 是 离散 的 , 可 以 分 为 连续 决策 过程 和 离散 (又 称 多 阶 
段 ) 决 策 过 程 。 根 据 过 程 的 演变 是 确定 性 的 还 是 随机 性 的 ,可 以 分 为 确定 性 决策 过 程 和 随机 性 
决策 过 程 。 这 样 ,组 合 起 来 就 有 :连续 确定 性 ,连续 随机 性 、 离 散 确定 性 ,离散 随机 性 四 种 基本 
的 决策 计 程 。 因 为 动态 规划 方法 在 解决 名 阶段 决策 过 程 最 优化 问题 方面 独 具 优 热 , 且 确 定性 
决策 这 程 又 是 经 党 过 到 的 、 最 基本 的 一 种 类 型 , 所 以 下 边 重 点 介绍 离散 确定 性 决策 过 程 。 


8.1 多 阶段 决策 过 程 最 优化 问题 举例 


在 这 里 , 以 最 短路 径 问 题 为 例 。 
8.1.1 最 短路 径 问 题 


【 例 8.1】 如 图 8.1, 给 定 一 个 运输 网 络 ,两 点 之 间 连 线 上 的 数字 表示 两 点 间 的 距离 。 试 
求 一 条 从 4 到 EE 点 的 运输 线路 ,使 总 距离 为 最 短 。 


图 8.1 图 8.2 
从 图 8.1 可 以 看 出 ,在 始点 A 和 终点 E 之 间 , 有 一 些 “ 中 间 站 ”, 可 把 从 A 到 五 的 全 过 程 
分 成 者 干 个 阶段 ,这 里 可 分 为 四 个 阶段 。 处 于 每 个 阶段 时 , 都 要 选择 走 哪 条 支 路 一 一 决策 ,一 
个 阶段 的 决策 除了 影响 该 阶段 的 效果 之 外 ,还 影响 到 下 一 阶段 的 初始 状态 , 从 而 也 就 影响 到 整 
个 过 程 以 后 的 进程 。 因 此 ,在 进行 某 一 阶段 的 决策 时 , 就 不 能 只 从 这 一 阶段 本 身 考 虑 , 而 要 把 
它 看 成 是 整个 决策 过 程 中 的 一 个 环节 ,我们 的 目的 是 为 了 求 得 整个 过 程 的 效果 最 优 , 即 从 A 
HE 的 总 距离 最 短 。 
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最 生路 径 问 题 具 有 如 下 重要 性 质 : 耕 已 经 给 定 从 点 4 到 点 C 的 最 短路 径 如 图 8.2 中 实 线 
所 示 , 则 从 其 上 任 一 中 间 点 B BA C 的 部 分 路 径 也 必然 是 从 妃 到 C 的 所 有 可 能 选择 路 径 中 
的 最 短路 年 。 访 性质 极 易 用 反 证 法 加 以 证 明 。 因 为 如 果 不 是 这 样 , 则 从 点 下 到 点 C 必然 有 男 
一 条 距离 更 短 的 路 径 ( 如 图 中 虚线 所 示 ) 存 在 ,把 它 和 原来 最 短路 答 上 由 点 A 到 点 B' 的 那 部 
分 连接 起 来 ,就 会 得 到 一 条 由 点 A“ 到 点 C' 的 新 路 径 , 它 比 原来 那 条 最 短路 径 的 总 距离 还 要 
得, 这 与 给 定 的 前 提 和 条件 相 矛盾 ,所 以 是 不 可 能 的 。 

根据 最 短路 径 问 题 的 这 一 重要 性 质 , 可 以 从 最 后 一 个 阶段 开始 , 由 终点 向 始点 方向 逐 阶 段 
递 推 ,寻找 各 点 到 终点 的 最 短路 径 , 当 递 推 到 始点 时 , 即 得 到 了 从 始点 到 终点 的 全 过 程 最 短路 
径 。 这 种 由 后 向 前 道 序 递 推 的 方法 , 正 是 动态 规划 通常 采用 的 寻 优 途 径 。 


8.1.2 逆序 递 推 


下 面 ,来 求解 图 8.1 所 示 的 例题 。 把 从 A 到 EE 的 全 过 程 分 为 四 个 阶段 ,用 上 表示 阶段 变 
E, 见 图 8.3。 第 1 阶段 , 有 一 个 初始 状态 A, 三 条 可 殿 选 择 的 支 路 AB1, AB,, AB;; 第 2 Br EZ, 
有 三 个 初始 状态 Bi B;, Bay 它们 各 有 三 条 可 供 选 择 的 支 路 …… 下 面 , 我 们 用 dilar, ter) E 
TES 阶段 内 由 初始 状态 zx 到 下 阶段 初始 状态 x; ,1 的 支 路 距离 。 例 如 , d(Ca, DOREMA 
3 阶段 内 由 Ci 到 | Di 的 距离 , 即 d(C2, D,)=3, HJ (zs) 表示 从 第 Ë 阶段 的 工 ， 到 终点 五 
的 最 短 距离 ,例如 f2(B1) 表 示 从 第 2 阶段 的 B, 到 终点 E 的 最 短 距离 。 

图 8.3 中 ,过 程 的 始点 是 A. AAE E, 
过 程 的 实际 行进 方向 是 由 A 经 第 1,2, 3,4 
阶段 到 达 终 点 下 。 所 谓 逆序 递 推 ,就 是 道 着 
过 程 的 行进 方向 , 由 签 点 到 始点 , 一 个 阶段 
一 个 阶段 地 递 推 。 

(1) 阶段 上 =4 

第 4 阶段 有 两 个 初始 状态 D, 和 Dio 
那么 ,从 AmE 的 全 过 程 最 短路 径 ,在 第 4 
阶段 究竟 经 过 Di, D, 中 的 哪 一 个 呢 ? EH 
前 ,还 不 得 而 知 ,因此 只 能 各 种 可 能 都 考虑 ; 者 全 过 程 最 短路 径 经 过 D1, 则 有 f,(D,)= 4; 
全 过 程 最 短路 径 经 过 Da, WE f(D,)= 3。 

(2) 阶段 &=3 

假设 全 过 程 短路 径 在 第 3 阶段 经 过 C, 点 : 

车 由 CiD >E, WA d(C Di) + f(D,)=4+4=8 

若 由 CDE, WA d,(C,, Da) + fa(D2)=6+3=9 
因此 , f,(C,) =min(8,9) =8, 即 由 C,— E 的 最 短路 径 是 由 Ci 一 Di 一 下 ,最 短 上 距离 是 8。 

类 似 地 ,假设 全 过 程 最 短路 径 在 第 3 阶段 经 过 C, 点 , 则 有 

f,(C;) =mini[d,(C;, Di) + fa( D1)), Lads( C2, D2) + fa(D2)]} = min(7, 8)=7 
即 由 Cs 一 E 的 最 短路 径 是 由 C2 一 D1 一 EEF, 最短 距 离 是 7。 

假设 全 过 程 最 短路 径 在 第 3 阶段 经 过 点 Cp WE 

fa(C3) = min{[d3( C3, D,) + f(D1)], Las(C3D2) + f,(D;)]) =min(6,6)=6 

EE CE 的 最 短路 径 有 两 条 :Ci 一 Di 一 下 和 Ci 一 D; 一 下 ,其 最 短 距 离 是 6。 


Ejs.3 


8.1.3 顺序 递 推 


假设 阶段 的 划分 与 逆序 递 推 时 相同 。 需 要 
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(3) 阶段 有 =2 
类 似 地 , 可 计算 f(B1), P(Bz), 户 (B3) 如 下 : 
fa(B1)=minl[d2a(Bi1, C1) + fx(C,)],[d;,(B,, C2) + f3( C2)], [ad2(B1, C3) + fy( C3)]} 
=min(15,14,14) =14 
fal B2) =mini[d,(B;, C1) + fx(C,)],[d,(B;, C2) + fs(C,)],[d,(B;, C3) + fy( C3)])} 
=min(11,12,12)=11 
fal B.) =mini[d;(Bs, C1) + fzx(Ci)],[d,(Bs, C2) + fa( C2)], Lads(Bs, C3) + f3( C3)])} 
=min(14,15,13)=13 
因此 ,由 B,— E 的 最 短路 径 有 三 条 :BI 一 Co 一 DI 一 E, Bi>C,— D ,— E 和 BJ 一 C3 一 D， 
一 下 ,最 短 距 离 都 是 14; 由 BE HREM B > CDE, RAEE 11; H B,—E 
HRAMA: ByCy >D =E MB; CD: >E, RAPHE 13。 
(4) 阶段 &=1 
计算 A 六 (A ) 如 下 ; 
fA(A)=mini[di(A B1) + f(tB1)], [di(A,B2)+ fzs(B,)], [d (A, B3) + f,(Bs)]) 
=min(16,15,17) = 15 
因此 ,由 A 一 E 的 全 过 程 最 短路 径 是 A 一 B, 一 C1 一 D1 一 EE, 最 短 距离 是 15。 
从 以 上 讨 程 可 以 看 出 ,每 个 阶段 中 , 都 求 出 本 阶段 的 各 个 初始 状态 到 过 程 终 点 E 的 最 短 
路 径 和 最 短 距 离 , 当道 序 违 推 到 过 程 始点 A 时 , 便 得 到 全 过 程 的 最 短路 径 及 其 最 短 距 离 , 同 时 
附带 得 到 一 族 最 优 结 果 ( 即 各 阶段 的 各 状态 到 终点 五 的 优 结果 )。 和 穷 举 法 相 比 ,逆序 递 推 方 
法 大 大 减少 了 计算 量 , 且 大 大 丰富 了 计算 结果 。 离 散 动态 规划 是 一 种 隐 式 枚 举 。 


顺序 媚 推 是 与 逆序 递 推 相对 而 言 的 。 
下 面 ,用 顺序 递 推 来 求解 图 8.1 所 示例 题 。 
所 谓 顺序 递 推 , 就 是 顺 着 过 程 的 实际 行进 方 
向 从 始点 A 到 终点 五 逐 阶 段 递 推 ,在 这 里 ， 


注意 的 是 , 在 顺序 递 推 中 , 求 出 的 是 始点 A 
到 各 状态 节点 的 最 短路 径 及 其 最 短 距离 值 。 


顺序 递 推 的 求解 参见 图 8.4. 


(1) 阶段 &=1 
第 1 阶段 有 三 个 末端 状态 Bi, Bao Bp WRH A 一 EE 的 全 过 程 最 短路 径 在 第 1 阶段 经 过 
Bı WE 六 (BiD)=2, 类 似 地 ,有 f1(B2)=4,f1(B3)=3。 
(2) 阶段 =2 
第 2 阶段 有 三 个 末端 状态 C1, Co Cap 它们 各 有 三 条 可 供 选 择 的 支 路 。 计 算 如 下 
fal Ci) = minil d:( Cis B1) + fi(B,)1,[d,(C,i, B2) + f,(B,)],[d,(C,, B,) + f,(Bs)]) 
=min(9,7,9)=7 
fal C2) = minl[ d.( Co, Bı) + fi(B1)], [d,(G;, Bı) + fik B;) ], [d,( C;, Bs) + f,(Bs)] } 
=min(9,9,11)=9 
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fa(C3)= minl[da( Ea Bi) + fi(B1)], [d(C3, B2) + fi1(B2)], [d2 C3, B3) + f1(B3)]} 
= min 10, 10, 10) = 10 
fz2(C1) 相 应 的 最 短路 径 是 A 一 Bs 一 C1;f2(C2) 相 应 的 最 短路 径 有 两 条 : A— B i — C; 和 
A—B;—C;; fa(C3) 相 应 的 最 短路 征 有 三 条: A 一 BJ 一 C3, A—B,— C, A A— B/C, 
(3) 阶段 =3 
类 似 地 , 可 计算 Aa Di), f3(D2) 如 下 : 
f(Di)=min{[ads(Di1, C1) + fo( CD], Eads(Di, C2) + f,(C;)], Ladst Di, Cs) + 
fa( C3)])} 
=min(11,12,12)=11 
ACD) =minilda (Da, C1) + falci) l, [ds( Da, C2) + f,( C;,)], [dal Da, Cs) + 
fal Ca) J} 
= min 13, 14,13) = 13 
f3(D1) 相 应 的 最 短路 径 是 A 一 BaCi>Di, f3(D2) 相 应 的 最 短路 径 A—B— CD;, 
和 AB—C—Do 
(4) 阶段 &=4 
计算 f (E) T; 
f.(E)=min([d,(E,D,)+ fxX(D,)],[d,(E,D;,)+ f,(D;)]) 
= min(15,16) = 15 
因此 ,由 AE 的 全 过 程 最 短路 径 是 A 一 Bp 一 C1 一 D1 一 ,相应 的 最 短 距 离 是 15, 这 与 
道 序 递 推 求 出 的 最 优 结果 完全 相同 。 从 始点 4 到 各 个 状态 节点 的 最 短 距离 值 标 在 图 8.4 上 。 


8.2 动态 规划 的 基本 概念 和 模型 的 构成 


8.2.1 动态 规划 的 基本 概念 


这 里 仍 以 8,1 节 中 的 例题 为 例 加 以 介绍 。 

(1) 阶 E 

用 动态 规划 方法 求解 问题 时 , 需要 将 问题 的 企 过 程 恰当 地 分 为 在 干 个 相互 联系 的 阶段 ,以 
便 按 一 定 的 次 序 去 求解 。 描 述 阶 段 的 变量 称 为 阶段 变量 ,通常 用 表示 , 阶段 一 般 是 根据 时 
间 和 空间 的 自然 特征 来 划分 , 阶段 的 划分 要 便于 把 问题 转化 为 多 阶段 决策 的 过 程 。 如 上 述 例 
题 可 分 为 4 个 阶段 , 即 有 = 1,2,3,4, 见 图 8.3。 

从 过 程 始点 到 过 程 终 点 的 整个 过 程 称 为 全 过 程 ,从 第 上 阶段 始点 到 过 程 终 点 的 过 程 , 称 
为 后 部 子 过 程 ,或 称 为 上 子 过 程 。 

(2) 状 5 

状态 表示 每 个 阶段 开始 时 所 处 的 自然 状况 或 客观 条 件 , 它 描述 了 过 程 的 状况 。 在 例题 中 ， 
状态 就 是 各 阶段 的 起 始 位 置 , 它 既 是 该 阶段 某 支 路 的 始点 , 又 是 前 一 阶段 支 路 的 终点 。 通 消 一 
个 阶段 有 若干 个 状态 , 例题 中 ,第 1 阶段 有 一 个 状态 4 ,第 2 阶段 有 三 个 状态 , 即 点 Bi, Ba 
Bso 
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描述 过 程 状态 的 变量 称 为 状态 变量 , 它 可 用 一 个 数 、 一 组 数 或 一 向 量 (nm 维 情况 ) 来 描述 。 
我 们 用 z, 表示 第 阶段 的 状态 变量 。 例 题 中 ,第 3 阶段 有 三 个 状态 , 即 状态 变量 可 取 3 个 值 ， 
Ci Ca Ci。 第 上 阶段 所 有 状态 的 集合 , 称 为 第 & 阶段 可 达 状 态 的 集合 , 一般 记 为 x;, 例题 中 ， 
X3= 1Ci Cz, C;l 

(3) 次 策 

当 过 程 处 于 某 个 阶段 的 某 个 状态 时 ,从 该 状态 演变 到 下 一 阶段 某 状 态 的 选择 , 称 为 决策 ， 
决策 是 在 某 一 阶段 内 的 抉择 。 描 述 决策 的 变量 , 称 为 决策 变量 , 通常 用 w(x) 表示 第 上 阶段 
处 于 zx 状态 时 的 决策 变量 , 它 等 于 所 到 达 的 下 一 阶段 的 状态 。 例 题 中 , 有 ws(B1) = C,, ER 
示 第 2 阶段 处 于 Bl 时 选择 了 由 B, 到 C, 的 决策 。 第 上 阶段 >z, 状态 下 决策 变量 的 所 有 可 能 
取 值 (到 值 范 围 ), 称 为 第 上 阶段 zk 状态 下 的 允许 决策 的 集合 , 用 U, (z, ER, 例题 中 ,有 
U,(B,)=1C,, Ca, Cfo 

(4) 策 E 

由 所 有 各 阶段 的 决策 组 成 的 决策 函数 序列 称 为 全 过 程 策 略 , 简称 策略 , 记 作 P，,(zi)。 
可 供 选择 的 所 有 全 过 程 策略 构成 允许 策略 集合 , 即 策略 的 取 值 范围 ,用 P, (x!) 表示 。 能 够 
达到 总 体 最 优 的 全 过 程 策 略称 为 最 优 策略 。 相 应 于 后 部 子 过 程 的 决策 函数 序列 , 称 为 子 策略 ， 
记 作 P, , (zi)。 

(5) 指标 函数 

任何 决策 过 程 都 必须 有 一 个 度量 其 策略 好 坏 的 尺度 , 它 是 定义 在 全 过 程 或 后 部 子 过 程 上 
的 一 种 数量 函数 , 称 为 指标 捕 数 。 定 义 在 全 过 程 上 的 指标 函数 , 即 相 当 于 静态 规划 中 的 目标 函 
Ho amA ROCE V i, (zi; pi n) V, a Cti pa,n), 有 时 也 简写 为 Vin Vano Vi, ntah 
是 从 第 上 阶段 的 始点 到 第 x 阶段 的 终点 即 过 程 终 点 的 指标 函数 。 

指标 函数 的 最 优 值 称 为 最 优 指标 函数 , 记 作 fi(z1) 或 fi (zx,)。 

指标 函数 在 第 上 阶段 一 个 阶段 内 的 数值 , 称 为 第 上 阶段 的 指标 函数 , 记 作 vel rr ur), TE 
例题 中 , 它 就 是 某 一 支 路 的 距离 值 ,如 vs(Ci, D.) = d(C, Da) = 6, 


8.2.2 动态 规划 模型 的 构成 


构成 动态 规划 模型 , 需 进 行 以 下 几 方 面 的 工作 : 

(1) 正确 选择 阶段 变量 k. 

(2) 正确 选择 状态 变量 zu。 

状态 变量 的 选择 要 能 满足 下 面 两 个 条 件 . 

D 要 能 正确 描述 受 拉 过程 的 演变 特性 。 

加 要 满足 无 后 效 性 。 

所 谓 无 后 效 性 ,是 指 这 样 一 个 重要 性 质 : 某 阶段 的 状态 一 旦 确定 , 则 此 后 过 程 的 演变 不 再 
受 此 前 各 状态 及 决策 的 影响 。 也 就 是 说 “未 来 与 过 去 无 关 ", 当前 的 状态 是 此 前 历史 的 一 个 完 
整 的 总 结 , 此 前 的 历史 只 能 通过 当前 的 状态 去 影响 过 程 未 来 的 演变 。 即 由 第 上 阶段 的 状态 出 
发 的 后 部 子 过 程 ,可 以 看 作 是 一 个 以 r, 为 初始 状态 的 独立 过 程 。 

(3) 正确 选择 决策 变量 uyo 

(4) 列 出 状态 转移 方程 

Tiri = Ty( zi, uk) (8.2.1) 
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这 里 函数 关系 T, 因 问 题 的 不 同 而 不 同 。 
从 状态 转移 方程 的 一 般 形 式 可 以 看 出 ,未 来 的 状态 Zh+1 仪 由 Ths UL 来 确定 ,而 与 Th 以 前 
的 各 状态 ,决策 无 关 , 这 也 体现 了 无 后 效 性 。 
(5) 列 出 指标 函数 V, , 它 要 具有 按 阶 段 可 分 性 , 并 满足 递 推 关系 
Vya = Ve a (xk, Pha) 


H 
29 (zy, u;) 
j=k 
= lrg uz) + Vhs nCThtls Peti,n) 


在 构成 动态 规划 的 模型 时 , 状态 变量 的 无 后 效 性 常常 是 不 容易 被 满足 的 。 


8.3 基本 原理 和 基本 方程 


8.3.1 最 优 性 定理 


最 优 性 定理 是 策略 最 优 性 的 充分 必要 条 件 , 它 是 动态 规划 的 理论 基础 。 其 内 容 如 下 
设 有 一 多 阶段 决策 过 程 , 阶段 变量 =1,2,…,n。 人 允许 策略 pr = (ur ay， ar) 是 
最 优 策略 的 充 要 条 件 是 :对 任 一 个 &(1<k<na), 当 初始 状态 为 z, 时 ,有 
Vinz da, Hoe min ai k-1ÍTL PL k- r) + mig, Vi.nCTk bkn )} (8.3.1) 


AP Pin = (Pik-13 Pr, n)» XE = T,- IC zt-iy uk-1), zk 是 由 给 定 的 初始 状态 xz! 和 子 策略 
Pl,k- 1 所 确定 的 第 上 阶段 的 状态 。 
证 明 ; 先 证 必要 性 。 即 如 果 pr ,是 最 优 策略 , 则 必 有 (8.3.1) 式 成 立 。 
设 pr ,是 最 优 策略 , 则 有 
arin in Vi :1pLn) 


=min[Via- TETE Pi, k- i) + Va, a(Zkibk.a2] 


WPF, k 3 n 阶段 的 后 部 子 过 程 而 言 它 的 指标 函数 取决 于 该 子 过 程 的 初始 状态 zk MTR 
略 br, no M z, 是 由 zl 及 子 策略 p1,; -1 确定 的 。 

因此 ,在 策略 集合 Pi,, 上 求 最 优 解 ,就 等 价 于 先 在 子 策略 集合 P, (zk) 上 求 子 最 优 解 , 然 
后 再 求 这 些 子 最 优 解 在 子 策略 集合 P1,; -1(z1) 上 的 最 优 解 。 故 上 式 可 写 为 


Viat Pin) = p min „t min, [Vi > 1T SPLA-1)+ Vi, nC Tki Ph, aJ) 


但 中 括号 内 第 一 项 与 子 策略 p, ,无 关 , 故 得 
Vi, sk Eyl pi, = min . k- lzi Pi, k-1)] "pu, {Vi (Zk, i pr.n)} 


[Tk i 


再 证 充分 性 。 即 如 果 人 允许 策略 prY ,使 得 式 (8.3.1) 成 立 , 则 pr?, 必 为 最 优 策略 。 
设 Pin” (PLk-1 pi_») 为 任 一 策略 , z, PET K 力 1.4 -1 所 确定 的 第 k 阶段 的 初始 状态 , 则 
有 
Vrn (Eki Pr a) min V,,, (zr; Pk,n) 


又 因为 
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Venal tipna) = Vire- Pl) + V, n (Tis ph.n) 
ZVi-i(zubik|-i)+ min Vi,n( THI Pra) 
= min [Vi z-it(zi; bi, -1) + amin Vis (zk; Pr,n)} 
lit kn "k 

= V) nT Pin) 

即 允 许 策略 p7 ,使 (8,3.1) 式 成 立 。 也 就 是 说 ,对 任 一 第 略 pl ,都 有 

Vi a Tii Pin) Vin Ti Pin) 
因此 bi n E Re UU W E 。 
HEAR max, 则 把 上 述 各 "三 "不 等 号 换 成 “过 "不 等 号 即 可 。 


8.3.2 最 优化 原理 


20 世纪 50 年 代 , R. Bellman 根据 研究 一 类 多 阶段 决策 问题 ,首先 提出 了 著名 的 最 优化 原 
理 : 作为 整个 过 程 的 最 优 策略 共有 这 样 的 性 质 : 不 管 该 最 优 策略 上 某 状 态 以 前 的 状态 和 决策 
如 何 ,对 该 状态 而 言 ,余下 的 诸 决 策 必 定 构成 最 优 子 策略 。" 即 最 优 策略 的 任 一 后 部 子 策略 都 是 
最 优 的 。 
REX, 上述 最 惰 化 原理 仅仅 是 最 优 策略 的 必要 条 件 ,是 最 优 性 定理 的 一 个 推论 , 该 推论 的 
AWF: 
当初 始 状态 为 xi 时 ,看 允许 策略 pi ,是 最 优 策 略 , 则 对 任意 阶段 OC< xn), EITE 
略 pk NP FEL zr; = T-T k-01 ai 为 始点 的 后 部 子 过 程 而 言 , 必 是 最 优 的 (注意 :xz 是 由 
= 下 | 和 PU: - Ai Wa yE BJ). 
上 述 推论 用 反 证 法 很 容易 得 以 证 明 , 此 处 从 略 。 
8.3.3 基本 方程 
动态 规划 中 , 有 逆序 递 推 和 顺序 递 推 两 种 方法 。 在 这 两 种 不 同 的 递 推 方法 中 , 阶段 变量 上 
的 定义 是 相同 的 , 且 一 般 都 定义 第 1 阶段 的 初始 状态 为 ro 第 1 阶段 的 终止 状态 即 第 2 阶段 
的 初始 状态 为 rz, …, 定义 全 过 程 的 终点 即 第 n 阶段 的 终止 状态 为 x, ,1。 
逆序 递 推 和 顺序 递 推 各 有 相应 的 基本 方程 ,下面 将 分 别 加 以 介绍 。 
(1) 道 序 递 推 的 基本 方程 
这 里 先 介绍 动态 规划 道 序 递 推 的 基本 方程 ,假设 问题 为 求 mins 
因为 
f(r) = minVk sn (Th; Pi,n) 
= min[ vi (zi, uk) + Vitin Ettli Phtrl,n)) 
=min[u(z;, uk) + min Vy, ia (zas; Prti n)] 
=min[ v (rz, ug) + freir] 
所 以 有 基本 方程 如 下 : 
MISI uk) + fs+i(Zk+1)] Ë = 再， 型 L. 2 251 


终 疗 条件 : 户 +1(za+1)=0 


(8.3.2) 
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AFP reti = T, (zi uk)o 

在 应 用 基本 方程 求解 动态 规划 问题 时 , 一 般 都 是 根据 终端 条 件 ,从 有 = 开始 ,由 终点 同 
始 总 莹 阶段 逆序 递 推 , 当 最 后 求 出 fi(x1) 时 , 即 得 到 整个 问题 的 最 优 解 。 

道 序 递 推 时 , 常 采用 图 8.5 来 形象 地 表示 各 阶段 ,各 变量 之 间 的 关系 。 图 中 , z 阶段 的 
输出 (x; ) 是 逆序 递 推 过 程 中 第 & 阶段 计算 出 的 最 优 措 标 函 数值 , 其 计算 式 见 基本 方程 。 


=k 


HER 

j FREF, E F 阶段 的 状态 变量 一 般 选 择 第 & 阶段 初 的 状态 , 状态 转移 方程 为 x ;1 = 
T,(z,, u), BREIN, ERTA a, 使 得 状态 由 xx AES ri E 8.5 中 的 指标 函数 f(x) 
是 后 部 子 过 程 上 的 最 优 指标 函数 , 它 是 相对 于 过 程 终 点 而 盲 的 。 

一 般 地 说 , 当 过 程 始点 给 定时 ,用 逆序 递 推 比较 方便 。 

(2) 顺序 递 推 的 基本 方程 

在 顺序 递 推 时 , 常 采用 图 8.6 来 形象 地 表示 各 阶段 、 各 变量 之 间 的 关系 。 图 中 , 第 k 阶段 
的 输出 户 (z+i) 是 顺序 递 推 过 程 中 第 有 阶段 计算 出 的 最 优 指标 函数 值 , 其 计算 式 见 基本 方 
程 。 


JR Fal Ensi) 


图 8.6 
顺序 递 推 中 , 第 大 阶段 的 状态 变量 一 般 选 择 第 上 阶段 末 即 第 上 + 1 阶段 初 的 状态 , 状态 转 
移 方程 为 n= Te (rrp th) ,也 就 是 说 ,决策 变量 a, 使 得 状态 由 ra AER >, , 这 里 的 函数 
关系 T, RE(8.2.1)#t T, 的 道 变换 。 图 8.6 中 的 指标 函数 户 (zxi+1) 是 相对 于 过 程 始点 的 最 优 
指标 函数 。 
动态 规划 顺序 递 推 的 基本 方程 如 下 : 
awan = min[ v (z; + uk) + f, -1( z+) ] bk =1,2,- n 


始 端 条 件 : fo( zi) = 
一 般 地 说 , 当 过 程 终点 给 定时 ,用 顺序 递 推 比较 方便 。 
对 于 一 个 给 定 的 问题 ,如果 有 一 个 固定 的 过 程 始点 和 一 个 固定 的 过 程 终 点 , 则 闫 序 递 推 和 
道 序 递 推 会 得 到 相同 的 最 优 结果 。 如 果 给 定 的 问题 , 既 未 指定 过 程 始 点 , 又 未 指定 过程 终点 ， 
但 却 给 定 了 始点 的 指标 函数 和 终点 的 指标 函数 , 则 顺序 递 推 和 道 序 递 推 也 会 得 到 相同 的 最 优 
结果 .相同 的 过 程 始 点 以 及 相同 的 过 程 终 点 。 


(8.3.3) 
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8.4 ARERR 


在 这 一 节 里 ,结合 几 个 应 用 实例 , 先 学 习 确 定性 定期 决策 过 程 , 再 学 习 确 定性 不 定期 决策 
过 程 。 所 谓 “ 定 期 ", 即 过 程 的 总 阶段 数 在 求解 前 已 经 确定 ;而 “不 定期 ", 其 过 程 的 最 优 阶 段 数 
需求 解 结束 时 才能 确定 。 


8.4.1 资源 分 配 问 题 


所 请 资源 分 配 问题 ,就 是 将 数量 一 定 的 资源 (例如 原材料 、 资 金 , 机 更 设备 劳动力、 食品 
等 ) 恰 当地 分 配给 若干 个 使 用 者 ,而 使 总 的 目标 函数 值 为 最 优 。 

资源 分 配 问题 , 属于 线性 规划 , 非 线性 规划 这 样 一 类 静态 规划 问题 , 它 通 常 是 与 时 间 无 关 
的 ,而 动态 规划 所 研究 的 问题 是 与 时 间 有 关 的 , 但 是 , 这 类 静态 问题 , 可 以 人 为 地 引 和 时间 因 
素 , 把 它 看 作 是 按 阶段 进行 的 一 个 多 阶段 决策 问题 ,这 就 使 得 动态 规划 成 为 求解 这 类 线性 规 
划 , 非 线性 规划 的 有 效 方法 。 

下 面 用 动态 规划 方法 来 求解 一 种 资源 的 分 配 问题 , 即 一 维 资源 分 配 问题 。 

(1) 问题 举例 

[ 例 8.2】 现 有 某 种 设备 共 四 台 , 拟 分 给 用 户 1, 用户 2, 用户 3 等 三 个 工厂 ,各 工厂 利用 
这 些 设备 为 国家 提供 的 盘 利 z, (wi) 各 不 相同 ( 见 表 8.1). 

间 ; 应 如 何 分 配 这 四 台 设 备 , 使 国家 总 盘 利 为 最 大 ? 

若 用 静态 规划 的 方法 求解 此 问题 ,需要 列 出 它 的 静态 规划 模型 。 

设 分 给 用 户 1, 用 户 2, 用 户 3 的 设备 数 分 别 为 ui uz us A, WA 

max z = gilu) + galui) + gs( us) 
uyt uat uz = 4 
u20 HAES (k =1,2,3) 

EF giui) galur) ga(as) 分 别 是 二 个 用 户 的 人 盘 利 函数 , 见 表 8.1. 

上 述 酌 态 规 划 模 型 ,属于 整数 非 线 性 规划 问题 。 一 般 而 言 , 整数 非 线 性 规划 问题 ,者 用 前 
态 规 划 方 法 求解 ,非常 困难 , 甚至 不 可 能 ;而 采用 动态 规划 方法 , 则 能 够 有 效 地 解决 问题 。 下 
面 ,就 介绍 这 种 动态 规划 方法 。 

$ 8.1 


EFL z (u,) Hi 
一 Ë 
Š ir 台 sy Hig 


0 
l 
2 
3 


d 


(2) 构 造 动 态 规划 模型 
中 阶段 变量 上 
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对 于 这 种 非 时 序 的 静态 问题 ,如何 划分 阶段 呢 ? 这 是 本 问题 区 别 于 一 般 动态 问题 的 特点 。 

划分 阶段 的 原则 是 :车 有 N 个 用 户 , 就 把 问题 分 成 N 个 阶段 。 现 在 , N = 3, 把 问题 分 成 
三 个 阶段 : 

k=3 时 ,把 第 3 阶段 初 分 配 者 手中 拥有 的 设备 全 部 分 给 用 户 3( 这 种 情况 相当 于 单一 用 
户 的 问题 )。 

上 =2 时 ,把 第 2 阶段 初 分 配 者 手中 拥有 的 设备 全 部 分 给 用 户 2 和 用 户 3( 这 种 情况 相当 于 
两 个 用 户 的 分 配 问 题 )。 

k=1 时 ,把 第 1 阶段 初 分 配 者 手中 拥有 的 总 共 四 台 设 备 全 部 分 给 用 户 1, 用 户 2 和 和 用户 3 
(这 种 情况 相当 于 三 个 用 户 的 分 配 问题 )。 

从 以 上 可 以 看 出 ,第 阶段 ,就 是 把 第 阶段 初 分 配 者 手中 拥有 的 设备 全 部 分 给 从 用 户 
至 用 户 N。 

加 状态 变量 r, 

选择 第 大 阶段 初 分 配 者 手中 拥有 的 设备 总 数 为 rk。 由 题 意 知 fz1=4, 工 =0。 

3 决策 变量 Hk 

第 大 阶段 时 ,总数 为 z, yU yas Aik SAFN, E rh ys BI P: k 651 48388 8 

O 状态 转移 方程 

状态 转移 方程 为 ; 


T+1 = Tk T Hk 
© 阶段 指标 v 
令 第 上 阶段 指标 为 :用 户 & 利用 所 分 到 的 资源 产生 的 便利 , 即 
U(r WA) = gyl ug) 
(3) 建立 基本 方程 
令 最 优 值 函数 太 (zx) 为 将 资源 >, 分 配给 用 户 & 至 用 户 N 所 能 获得 的 最 大 盘 利 , 有 基本 
方程 


falx)” ax [uk (zb uk) + fesil re+1)] 


= max [giCw) f fx+1u(z a 4)] (k=N,N-1,…,1) 
furitzn+1)=0 
在 上 述 例 题 中 , N = 3。 
(4) 道 序 递 推 计 算 
k=3 时 


a. 人 确定 状态 变 景 rs 的 取 值 范围 
x3=0,1,2,3,4 
b. 对 zx; 的 每 个 确定 取 值 ,分 别 求 出 决策 变量 ws 的 取 值 范围 。 
因为 u= t3 WA 
当 rí =0 时 ， ua3=0 
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当 zy=1 时 , us=1 
当 zx4=2 时 , us=2 
= 7T3 三 3 时 , wu3=3 
当 zi 二 4 时, uw3=4 


基本 方程 ， 
falas) = max [os (zs, us) + fa( xr4)] 

= max [va(zx3, u3)] 

= pyy rs, 13) 

= gs( us) 
状态 转移 方程 : X4= z3 WW3=0 
计算 结果 列 于 表 8.2 中 。 
= 8.2 k=3 


u + farila) 
0= fs(0) 
3" = fa(1) 
5= fa(2} 
7= f3(3) 


和 


0 
0 
0 
0 


0 0 0 
1 0 3 
2 0 3 
3 0 7 
4 Ü 8 


8= f,(4) 
@ k =2 Bi 
a. 确定 状态 变量 >, 的 取 值 范围 
r =0,1,2,3,4 
b. 对 + 的 每 个 确定 取 值 ,分 别 求 出 决策 变量 w 的 取 值 范围 
当 zr = Ü 时 , u,=0 


当 ry=1 时, m2=0,1 

当 xz2=2 时 , uz=0,1,2 

当 xrv=3 了 时 ,nxwv=0,1,2,3 
当 y,=4 时 , u,=0,1,2,3,4 


基本 方程 : 
falza) a [valra u2) + fa( x3)] 
= max [g2(u2)+ fs (z5)] 
状态 转移 方程 ， 


T= T= Hy 
计算 结果 列 于 表 8.3 中 。 
(@ k =1 Bf 
a. 确定 ri 的 取 值 范围 : 


b. 确定 u, 的 取 值 范围 . 
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ui =0,1,2,3,4 


基本 方程 : | 
万 (zi)= max [w (zi, ui) + fa(72)] 
= max [gi(ui)+ f2(72)] 
状态 转移 方程 : | 


t5 T Ul 


计算 结果 列 于 表 8.4 中 。 


表 8.3 k=2 
Xi X4 +i fra (zL + 1) u t faril tren) 
0 (0 = fx(0) 
1 3= f1) 
2 


号 三 
5 = je 
s= 


7 
7 
8" = fx(3) 
5 
8 
9 


Rh 
* 


10= 户 (4) 

9 

8 

k=1 
= | va t firi trea) 

Ü) 10 
1” 12" = f (4) 
2 11 
3 10 
4 7 


@ 求全 过 程 最 优 指标 函数 与 最 优 策略 

由 下 =1 的 表 , 可 以 求 出 全 过 程 最 优 指 标 函 数 f(z1); 由 必 =1 至 上 =3 各 表 , 可 以 依次 求 
出 第 1,2,3 各 阶段 的 最 优 决策 , 进而 得 到 最 优 策略 。 

由 表 8,4(k =1) 可 知 ,该 分 配 问题 可 使 国家 得 到 的 最 大 盈利 为 12, 第 1 阶段 的 最 优 决 策 
uf =1, 第 2 阶段 初 的 最 优 状 态 为 zz =3。 

根据 z+; = 3, 查 表 8.3(&=2) 可 知 ,第 2 阶段 的 最 优 决策 wz =2, 第 3 阶段 初 的 最 优 状态 
H z+ =la 
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根据 z; = 1, 查 表 8.2 (k=3) 可 知 ,第 3 阶段 的 最 优 决策 us = 1, 这 样 ,四 台 设备 刚好 分 
配 完 。 

综 上 所 述 ,这 四 台 设备 的 最 优 分 配方 案 是 :分 配给 用 户 1 设备 1 台 , 可 盈利 4; 分 配给 用 户 
2 设备 2 台 ,可 一 利 5; 分 配给 用 户 3 设备 1 台 , 可 盈利 3。 四 台 设备 为 国家 提供 的 最 大 至 利 为 
12. 

以 上 求解 的 一 些 问题 ,都 是 采用 一 个 状态 变量 即 可 描述 系统 的 状态 , 它们 属于 一 维 变量 问 
题 。 下 面 再 简要 介绍 一 下 多 维 变 基 问题 。 


8.4.2 多 维 变量 问题 


所 谓 多 维 , 就 是 描述 系统 的 状态 需要 两 个 或 更 多 个 状态 变量 。 在 每 一 阶段 选择 两 个 或 更 
多 个 诀 策 变量 的 情况 ,也 属于 老 维 问题 。 客 维 问 题 的 复 江 性 以 及 数值 的 计算 量 、 存 储量 者 大 大 
增加 。 

(1) 问题 举重 

[ 例 8.3] 载重 车 的 运动 

一 辆 载重 车 在 无 阻力 的 轨道 上 滑行 , 初始 位 置 和 初始 速度 为 Xo 和 X, 用 加 外 力 的 方式 
控制 它 ,使 之 在 规定 时 间 T 停 在 原点 , 即 X = Ky = 0, 费用 与 所 加 外 力 的 平方 成 正比 。 

求 出 分 阶段 控制 过 程 中 ,各 阶段 所 加 外 力 F, 使 在 满足 上 述 条 件 下 的 费用 最 小 。 

在 这 个 例子 中 ,其 状态 必须 用 位 置 和 速度 两 个 状态 变量 来 描述 (二 维 ), # E 阶段 初 的 状 
态 只 用 位 置 一 个 状态 变量 来 描述 , 则 不 足以 完全 反映 出 此 前 的 状态 和 诀 策 的 作用 效果 , 即 不 能 
满足 无 后 效 性 。 

【 例 8.4】 二 维 资 源 分 配 问题 

现 有 设备 A 和 设备 B 两 种 资源 要 分 配给 N 个 不 同 用 户 , 这 两 种 资源 的 总 量 分 别 为 a 台 
He 台 , 已 知 用 户 上 (1 夺 上 kN) 利 用 数量 为 wi 的 设备 A 和 数量 为 wig 的 设备 B 可 以 产生 g, 
(uka Wi8) 的 效益 。 间 :应 如 何 分 配 这 两 种 资源 ,使 N 个 用 户 所 产生 的 总 效益 最 大 ? 

(2) 构造 动态 规划 模型 

O 阶段 变量 

二 维 资 源 分 配 问 题 划 分 阶段 的 方法 与 一 维 资源 分 配 问 题 的 相同 。 现 有 N 个 用 户 ,就 把 问 
题 分 为 N 个 阶段 。 第 阶段 时 ,把 第 阶段 初 分 配 者 手中 拥有 的 设备 A, 设 备 B 全 部 分 给 从 
用 户 上 至 用 户 N。 

四 状态 变量 一 一 二 维 

选择 第 & 阶段 初 分 配 者 手中 拥有 的 设备 A 的 总 数 为 xia 状态 变量 1; 

选择 第 上 阶段 初 分 配 者 手中 拥有 的 设备 B 的 总 数 为 rip 状态 变量 2。 

@ 决策 变量 一 一 二 维 

# k 阶段 时 , 选择 分 配给 第 上 个 用 户 的 设备 上 的 数量 为 ua 决策 变量 l; 

T k 阶段 时 , 选择 分 配给 第 上 个 用 户 的 设备 B 的 数量 为 wp 决策 变量 2。 

中 状态 转 称 方程 一 一 两 个 


T(k+1),A T Tha T UiA 
T(k+1), B 7 ZkB UiB 


© 阶段 指标 函数 
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第 上 阶段 指标 函数 ;v= gi (uka, unas), 这 是 第 个 用 户 利用 所 分 到 的 资源 win, wm 产生 
的 效益 。 

(3) 建立 基本 方程 

后 部 子 过 程 上 的 最 优 指标 函数 Allra zin) 是 第 上 个 用 户 至 第 NN 个 用 户 利 用 资源 zn， 
zi 所 产生 的 最 大 效益 。 

基本 方程 如 下 : 


人 Sg FACE up) + fy+i(Zü +UA TB] k=N,N- 1 ,1 


fs. (0,0)=0 

(4) 维 数 障 碍 | 

当 利 用 基本 方程 进行 道 序 递 推 计算 时 , 维 数 的 增加 ,将 带 来 计算 量 和 存储 晤 的 急剧 增加 。 
上 述 例 题 中 ,可 果 状 态 变 量 ra. zip 各 有 10 种 可 能 的 取 值 ,组 合 起 来 就 有 102 个 状态 。 对 于 每 
一 个 状态 , 如 果 决 策 变量 ua, wuss 各 有 10 种 可 能 的 取 值 ,组 合 起 来 就 有 102 种 决策 。 这 就 是 
说 , 对 于 一 个 状态 取 值 ,要 计算 102 个 待 比 较 的 指标 函数 值 , 并 将 它们 一 一 比较 ,从 中 挑选 出 最 
优 值 存储 起 来 。 而 总 共有 10” 个 状态 取 值 ,要 计算 102 x 102 个 竺 比较 的 指标 函数 值 , 要 挑 出 
10 个 最 优 值 存储 起 来 。 

上 面 说 的 , 只 是 一 个 阶段 内 的 计算 量 与 存储 量 , 如 果 有 10 个 阶段 呢 ? 如 果 状 态 变 量 ,决策 
变量 的 离散 精度 更 高 呢 ? 如 果 维 数 再 大 呢 ?! 

从 上 述 分 析 可 知 , 当 状 态 变 量 的 维 数 增加 时 , 计算 量 , 存 储量 是 旦 指数 形式 增加 的 。 因 此 ， 
最 优化 原理 直接 用 于 解决 多 维 问 题 时 ,粗略 地 说 ,将 限于 维 数 小 于 6 的 问题 ,否则 ,计算 与 存储 
的 要 求 将 会 超过 人 们 所 能 想象 的 最 大 和 最 快 的 计算 机 的 可 能 。 实 际 上 , 当 状 态 变 量 的 维 数 大 
于 2 或 3 时 ,采用 通常 的 动态 规划 方法 已 经 相当 困难 了 , 直接 应 用 动态 规划 方法 只 限于 维 数 相 
当 低 的 问题 。 Ze 

(5) 多 维 问 题 的 处 理 方法 

这 里 , 以 前 述 二 维 资源 分 配 问题 为 例 , 介绍 两 种 最 基本 的 处 理 多 维 问题 的 方法 。 


D 琉 密 格子 点 法 
例 中 , 状态 变量 X 是 二 维 的 , 即 六 = (za, zp)T, 故 状 4 
态 个 数 大 大 增加 。 因 为 an, za 分 别 在 区 间 [0. a IMLO, b] KHERBEPSESE 
WESEEPWSRWRES 
le 


上 变化 ,可 分 别 将 [0, a ] 和 [0, 6] 划 分 成 m, 和 m+ 等 分 ,这 
样 就 得 到 (m1+1)(mz+1) 个 格子 点 (如 图 8.7), 相应 地 也 
就 有 (ml + 1)(m2+ 1) 个 状态 。 È 

显然 , 随 着 状态 变量 维 数 的 增加 , 状态 个 数 急剧 增加 。 
为 减少 计算 量 和 存储 量 , 在 开始 时 , 可 以 采用 较 稀疏 的 格子 
点 ( 即 离散 的 精度 比较 低 ), 并 求 出 这 时 的 最 优 和 解 ; 然 后 , 在 
这 种 “粗略 "的 最 优 解 附近 将 格子 点 加 密 , 以 便 能 求 出 更 精 
确 的 最 优 解 。 当 然 , 这 种 方法 也 可 能 * 漏 掉 " 最 优 解 , 故 应 用 
此 法 时 ,要 加 强 对 指标 函数 特性 的 分 析 。 8.? 

加 ZKE 

逐次 逼近 法 是 一 种 降低 状态 维 数 的 近似 法 。 它 的 基本 思想 类 似 于 非 线 性 规划 中 的 变量 轮 
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换 法 ,其 思路 非常 简单 。 

例 中 , 要 求 分 配 两 种 资源 ;设备 A 和 设备 B, ROERE MEH, MAEKA, B 
先 对 总 数 为 a 的 设备 4 的 分 配 ,给 定 一 组 可 行 的 分 配 值 。 这 组 分 配 值 要 满足 :每 个 用 户 得 到 
的 设备 A 的 数量 是 非 负 整数 , 且 全 部 N 个 用 户 得 到 的 设备 A 的 总 数 怡 为 xz。 将 设备 A 的 分 
配 固定 于 这 组 可 行 的 分 配 值 ( 即 暂时 认为 设备 A 的 分 配 问 题 已 经 得 到 解决 ), 问题 变 为 设备 B 
一 种 资源 的 分 配 问题 , 利用 前 面 介绍 的 方法 即 可 求 出 其 最 优 解 。 然 后 将 设备 B 的 分 配 固定 于 
刚刚 求 出 的 最 优 解 ,再 去 求 设备 A 的 一 维 资源 分 配 问 题 的 最 优 解 …… 如 此 轮换 下 去 , 可 得 一 
系列 可 行 解 。 当 达到 精度 要 求 时 , 即 停止 计算 。 

由 以 上 分 析 可 知 ,应 用 逐次 晕 近 法 , 可 以 把 n 维 状 态 变量 问题 转化 为 个 一 维 状 态 变 量 
问题 ,通过 多 次 迭代 求 得 原 问题 的 解 。 

值得 指出 的 是 , 上述 朴 密 格子 点 法 和 逐次 通 近 法 与 前 面 介 绍 的 动态 规划 方法 不 同 ,它们 有 
可 能 仅 收敛 到 局 部 最 优 解 。 


8.4.3 不 定期 最 短路 径 回 题 


(1) 问题 举例 

设 总 共有 NN 个 城市 , c; 是 任 两 城 城 与 城 ) AEN, 有 0=< c << eo, 
求 :各 城市 到 第 N 城 的 最 短路 径 和 最 短 距 离 ( 不 限定 步 数 )。 

图 8.8 是 N=5 的 一 个 例子 。 

所 谓 “ 不 定期 ", 就 是 最 优 的 总 阶段 数 事先 不 知 , 即 从 城 i 到 城 N 的 
最 短路 径 的 总 步 数 事先 不 知 ,但 肯定 不 会 超过 N -1 步 ,因为 若 超过 N - 
1 步 ,必然 出 现 回 路 ,不 会 是 最 短 的 , 故 有 

1 所 最 优 总 步 数 二 NN -1 
(2) 不 定期 的 基本 方程 
设 第 i 城 到 第 NN 城 的 最 短 距离 (不 定期 ) 为 G) M 关门 应 满足 下 面 的 基本 方程 
f=min[es + fG)] i51,2% 7 (N-1);j=1,2, 3 N 


ENIO 
把 上 述 不 定期 的 基本 方程 与 定期 的 基本 方程 加 以 比较 ,就 可 以 知道 ;不 定期 的 基本 方程 不 是 递 
推 方程 ,而 是 f(i) 的 函数 方程 。 

在 不 定期 的 基本 方程 中 ,方程 左 , 右 两 端 都 有 未 知 的 指标 函数 f(i) 或 f(7), 怎么 求解 呢 ? 
一 般 有 两 种 方法 :函数 迭代 法 和 策 酷 史 代 法 , 这 两 种 选 代 方 法 都 是 先 给 定 一 个 初始 的 可 行 解 ， 
以 便 开 始 选 代 , 而 每 次 迭代 ,结果 都 改善 一 些 , 只 有 到 最 后 才 得 到 最 优 结 果 。 

(3) AGRI 

下 面 ,用 函数 挝 民法 求解 不 定期 的 最 短路 径 问 题 ,以 图 8.8 所 示 问 题 为 例 。 

图 数 选 代 法 是 由 给 定 的 各 初始 指标 函数 值 开 始 ,通过 亚 次 选 代 , 求 出 各 最 优 指标 函数 值 。 

D 给 定 可 行 的 各 初始 指标 函数 值 / (i), k=l, 

Ej fi(i)=cs (i=1,2,3,4) 

f1(5)=0 


见 表 8.5. 
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W R.S 

EEEE s=; s 

TE 

这 里 的 1(i) 给 定 为 由 第 i 城 一 步 到 达 第 N 城 的 真实 距离 值 , 即 初始 解 是 “可 行 "的 ， 
“i(i" 的 下 标 “1" 表 示 迭 代 次 数 。 当 然 , 站 (1) 也 可 以 按 其 他 形式 给 定 , 但 也 要 求 是 真实 距离 
值 。 

CRAG 

选 代 方程 为 ， 


j ml, 34.5 
fxs+ (5) =0 
Vr EP, 当 i 为 某 一 确定 值 时 , 对 各 ; F, k= 1 时 的 计算 结果 见 表 8.6. 
3 8.6 


eq 


. min [es + Fj) (i=1,2,3,4) 


O + k= k + 1,3E E| 28 2 继续 迭代 。 当 迭代 到 f,(1) = 所 ,1(i) 时 , 即 得 最 优 结果 。 
由 PEDA DREE, ARLE 8.7. 
W 8.7 


H f,(Gi)— f.(i)Bk6kzR du S3LDL3S 8.8. 
w 8.8 


cat fali) 
1 4 5 
i 
0+2 9 + 5 5+4 2+3 240" 


当选 代 到 /,(i)= fae GET, MERRIE A i), ERTI E T Sik e zb Sk K Su R 
略 , 停止 选 代 。 | 

因为 f(i)= ACG) AE 8.8 已 是 最 优 表 ,分 析 这 张 最 优 表 , 可 得 全 部 最 优 结果 ， 见 表 
8.9, 
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3 8.9 
i Fli) F TIK Re 最 优 步 数 
` 由 D 一 @ I 
2 5 由 四 一 名 -中 一 加 3 
3 4 由 时 一 四 一 地 2 
4 3 | Ha) e 1 
(4) 策略 选 代 法 


下 面 , 用 第 略 达 代 法 求解 不 定期 的 最 短路 径 问 题 , 仍 以 图 8.8 所 示 问 题 为 例 。 
策略 送 代 法 是 由 给 定 的 各 初始 策略 开始 , 通过 逐次 选 代 , 求 出 各 最 优 策略 。 
O 给 定 各 初始 决策 a (i), 以 构成 初始 策略 。 令 有 = 1。 
令 u (1)=5 
u (2)=4 
u ((3)=5 
u ((4)=3 
则 各 初始 策略 为 ，; 
山 一 也 
加 一 由 一 二 一 节 
@ 
g—0—0 
需要 注意 的 是 , 在 给 定 初始 策略 时 , 必须 无 回路 , 这样 , ER AER, 也 不 会 产生 回 
路 (证 明 从 略 )。 另 外 ,在 给 定 初 始 策略 时 ,还 应 尽 可 能 接近 最 优 策略 。 
D 由 uli)— ff.(i) 
这 里 有 两 种 方法 。 下 面 以 上 = 1 为 例 分 别 加 以 介绍 。 
方法 一 : 按 已 知 初始 策略 , 竹 段 距离 累加 。 例 如 : 
fi(2)= cuyt categ =m 5+1+5=11 
方法 二 : 解 函 数 方程 组 , 求 出 各 fli) 
当先 代 次 数 下 =1 时 ,有 
AU) = crug + fileli) 
f1(5)=0 
Bp 当 i =1 时, f1(1)= cis + f1(5) 
i=2 Bf, f1(2)= ca + fil) 
i=3 FF, f1(3) = css + f1(5) 
i=4 BF, fi1(4)= ca + f (3) 
= 5 时 , fi(5)=0 
求解 上 述 方程 组 , 可 得 
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fi1(1)=2 
fı(2)=11 
f (3)=5 
f1(4)=6 
ff1(5)=0 
一 般 而 言 ,第 上 次 先 代 结果 的 第 i 城 到 第 N RHEB AC), SPH i 到 j= w(i) 的 一 步 距 离 ， 
再 加 上 由 ; 到 第 N 城 的 距离 , 即 有 
HDS enat AGa (i=1,2,.",N-1) 
fit N)=0 
利用 上 述 选 代 方 程 ,可 求解 出 各 fi (i)。 
(8) 由 furl(i), 
这 是 策略 儒 代 法 中 重要 的 一 步 。 
对 每 一 个 确定 的 i 值 (i =1,2,3,4), 利 用 上 一 步 刚 刚 求 出 有 (7) 的 代入 式 
A =min[c; + fi(7)] 
由 此 式 求 最 小 值 A, 以 便 确 定 由 i 开始 一 步 先 到 哪 城 为 最 好 。 最 小 值 A 所 对 应 的 ; 即 为 wi ,1 
(i)。 上 =1 时 的 计算 结果 见 表 8.10。 需 要 注意 的 是 ,这 里 的 A 并 不 是 户 :1(i), 由 wi +1(i) 到 


六 Hi 还 需要 再 求 。 
W 8.10 


i — i ES 


四 令 上 = 上 +1。 按 第 2,3 APR N ER, 直到 各 uli)= a 
当选 代 到 各 uli) = st 时, 即 得 最 优 策略 ,停止 迭代 。 本 例 迁 代 到 aiul i )Bf 
即 得 最 优 策略 ; 


ua(l1)=5 
ua(2)=3 
u (3)=4 
u (4)= 5 
ua(5)=5 
以 上 介绍 了 求解 确定 性 不 定期 决策 过 程 的 函数 选 代 法 和 策略 迭代 法 。 一 般 来 说 , 给 定 初 
始 策略 比 给 定 初始 指标 函数 值 要 容易 些 , 因此 , 策略 选 代 法 比 函 数 选 代 法 使 用 起 来 要 方便 些 ， 
其 收 敏 速度 也 快 些 。 


8.4.4 AERUS EHAA SRA 
任何 一 个 多 阶段 决策 过 程 的 最 优化 问题 ,都 可 以 用 非 线 性 模型 来 描述 ,原则 上 也 可 以 用 非 
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线性 规划 方法 求解 。 那 么 ,用 动态 规划 方法 有 什么 优越 性 呢 ? 

(1) 有 能 力 处 理 广 证 类 型 的 状态 转移 方程 和 指标 函数 

动态 规划 方法 对 广泛 类 型 的 状态 转移 方程 和 指标 函数 ,不 需 在 解析 性 质 方面 作 任何 限制 、 
要 求 , 例如 非 线性 的 , 非 二 次 型 的 , 非 连续 的 , 非 解 析 的 ,以 及 列 成 表格 的 数据 等 许多 类 型 都 能 
应 用 动态 规划 方法 。 

(2) 处 理 某 些 类 型 的 约 东 条 件 很 方便 

对 其 他 最 优化 方法 而 言 ,各 类 约束 都 会 引出 严重 的 麻烦 , 增加 求解 问题 的 难度 , 而 对 于 动 
SAU, 约束 条 件 恰 恰 减 少 了 状态 变量 和 决策 变量 的 取 值 范围 ,从 而 减少 了 计算 量 。 即 变量 的 
某 些 类 型 的 约束 (例如 变量 是 整数 或 非 负 ) 有 利于 动态 规划 , 却 破坏 了 其 他 一 些 计算 方法 应 用 
的 可 能 性 。 

(3) 固有 的 简单 性 

动态 规划 方法 把 一 个 多 变量 的 全 过 程 最 优化 问题 分 解 为 以 阶段 为 单位 的 者 干 个 类 似 的 于 
问题 ,每 个 子 问 题 的 变量 数 比 原 问 题 少 得 多 , 其 约束 集合 也 简单 得 多 , 故 大 大 简化 了 问题 的 求 
解 。 这 是 经 典 极 值 方法 做 不 到 的 。 

(4) 总 是 求 出 全 局 最 优 结果 

动态 规划 方法 总 是 求 出 全 局 最 优 结 果 , 而 其 他 方法 求 出 的 往往 只 是 局 部 最 优 (甚至 是 驻 
点 )。 在 这 一 点 上 , 它 几 乎 超越 了 所 有 其 他 计算 方法 , 特别 是 经 典 极 值 方法 。 当 然 , 它 是 在 离散 
精度 内 的 全 局 最 优 结果 。 

(5) 总 是 得 到 一 族 最 优 结果 

动态 规划 方法 不 仅 能 得 到 全 局 最 优 结 果 , 还 能 得 到 一 族 最 优 结 果 。 有 了 这 一 族 最 优 结 膝 ， 
便于 分 析 、 比 较 不 同 的 结果 , 且 如 果 由 于 某 种 原因 偏离 了 原始 最 优 轨迹 , 也 可 以 很 方便 地 找 出 
余下 阶段 的 新 的 最 优 于 策略 。 

(6) 应 用 动态 规划 方法 的 限制 

由 前 述 可 知 , 离散 动态 规划 属于 隐 式 核 举 的 范畴 , 它 同样 没有 摆脱 组 合 爆炸 的 阴影 。 因 
此 ,应 用 动态 规划 方法 的 主要 限制 是 维 数 障碍 , 直接 应 用 动态 规划 方法 只 适 于 维 数 相当 低 的 问 
题 ,这 是 动态 规划 明显 的 不 足 之 处 。 虽 然 有 了 一 些 降 低 维 数 的 处 理 技术 与 方法 ,也 只 是 在 一 定 
范围 内 ,一 定 程度 上 克服 这 个 障碍 , 寻找 求解 高 维 问题 的 更 有 效 的 手段 ,仍然 是 动态 规划 领域 
中 重要 的 研究 许 题 。 

在 构造 动态 规划 模型 时 , 状态 变量 必须 满足 无 后 效 性 , 而 不 少 实际 问题 取 其 自然 特征 作为 
状态 变量 往往 不 能 满足 这 个 条 件 , 因此 限制 了 动态 规划 的 适用 范围 。 

另外 ,动态 规划 尚 无 统一 的 标准 模型 , 只 能 针对 不 同 的 实际 问题 建立 不 同 的 模型 ,这 也 降 
低 了 它 的 通用 性 。 

虽然 动态 规划 存在 一 些 不 足 之 处 ,但 其 应 用 是 广泛 的 , 应 用 动态 规划 方法 已 成 功 的 解决 了 
许多 实际 问题 。 


J g 


1. 试用 道 序 递 推 和 原 序 递 推 两 种 方法 分 别 计 算 图 8.9 所 示 的 从 A 到 G 的 有 最短 路径 及 其 最 短 距 离 值 。 
2. 计算 如 图 8.10 所 示 的 从 A 到 E 的 最 短 踏 线 及 其 长 度 。 
3. 计算 图 8.11 中 从 六 到 B,C Tü D 的 最 短路 线 , 其 中 各 眉 路 线 的 长 度 如 图 所 示 。 
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图 8.11 
4. 有 一 部 货车 每 天 褒 着 公路 的 四 个 零 芷 店 印 下 6 箱 货 物 , 如 果 各 截 售 店 因 出 售 该 货物 所 得 的 利润 如 表 
8.11, KK Er BIS S HI F JL, BBB E Q FJ K? 
3⁄8 8.11 


Ü Ü 
l 4 
2 6 
3 7 
4 7 
5 7 
6 7 


@ o y x l — 
A A A Aa A + — 


5. 设 某 县 从 事 区 农村 扫 育 工作 的 工作 人 员 有 6 名 , SRESRLEAR A 392 FE] PF, 其 扫盲 的 人 数 所 增 
加 的 数目 也 不 同 , 它们 的 关系 如 表 8.12 所 示 。 试 求 应 派 往 各 区 多 少 工作 人 员 , 才能 使 扫盲 的 人 数 所 增加 的 数 
目 最 大 ? 
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m n + ü b = 


6. 某 工厂 根据 国家 的 需要 其 交 货 任务 如 天 8.13 所 示 。 表 中 数字 为 月 底 的 交 货 荆 。 该 厂 的 生产 能 力 为 
每 月 4 百 件 ,该 厂 仓 库 的 存货 能 力 为 3 百 件 , 已 知 每 百 件 货物 的 成 本 费 为 10 000 元 ,在 进行 生产 的 月 份 ,工厂 
要 支出 开工 费 4 000 元 ,仓库 保管 费 为 每 百 件 货物 每 月 1 000 元 ， 假 定 开始 时 及 6 月 底 交 货 后 无 存货 。 试 问 
应 在 每 个 月 种 生产 多 少 件 货 物 , 才 能 既 满 足 变 货 任 务 葡 使 总 费用 最 小 ? 

$ 8.13 


7. 设 有 1,2,3,4,5 五 个 城市 ,相互 间 的 距离 如 图 8.12 所 示 。 试 用 函数 造 代 法 和 
策略 选 代 法 求 各 城 到 第 5 城 的 最 短路 线 和 最 短 上 距离 。 
8. 试用 动态 规划 方法 求解 下 列 整 数 非 线 性 规划 间 题 ， 
minf(X)= xi+2r3+ ri- 2r- 4ra- 2r 
xtrat r ,=3 


ry ry ta 均 是 非 负 整数 
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9 ERER (MÆ) 


9.1 引 言 


9.1.1 对 策 行 为 和 对 策 论 


对 策 论 亦 称 竟 赛 论 或 博弈 论 ,是 研究 具有 斗争 或 竞争 性 质 现象 的 数学 理论 和 方法 。 一 般 
认为 , 它 既 是 现代 数学 的 一 个 新 分 支 ,也 是 运筹 规划 中 的 一 个 重要 学 科 。 对 策 论 发 展 的 历史 并 
不 长 ,但 由 于 它 所 研究 的 现象 与 人 们 的 政治 经济. 军事 活动 乃至 一 般 的 日 常生 活 等 有 着 密切 
的 联系 ,并 且 处 理 问题 的 方法 又 有 明显 特色 ,所 以 日 益 引 起 广泛 的 注意 。 

在 日 常生 活 中 , 经常 看 到 一 些 具 有 相互 斗争 或 竞争 性 质 的 行为 ,如 下 棋 . 打 牌 、 体 育 比 赛 
等 。 还 比如 战争 活动 中 的 双方 , 都 力图 选取 对 自己 最 为 有 利 的 策略 ,千方百计 去 战胜 对 手 。 在 
政治 方面 ,国际 间 的 谈判 ,各 种 政治 力量 之 间 的 斗争 , 各 国际 集团 之 间 的 斗争 等 无 一 不 具有 斗 
争 的 性 质 。 在 经 济 生 活 中 ,各 国之 间 、 各 公司 企业 之 间 的 各 种 经 济 谈判 , 企业 之 间 为 争夺 市 场 
而 进行 的 竞争 等 , 举 不 胜 举 。 在 生产 过 程 中 , 如 果 将 生产 的 管理 者 看 成 一 方 ,将 各 种 费用 的 消 
耗 、 成 本 及 损失 等 看 成 另 一 方 , 则 生产 过 程 也 可 看 成 是 上 述 双 方 的 竞争 过 程 。 

具有 竞争 或 对 抗 性 质 的 行为 称 为 对 策 行为 。 在 这 类 行为 中 ,参加 斗争 或 竞争 的 各 方 各 自 
具有 不 同 的 目标 和 利益 。 为 了 达到 各 自 的 目标 和 利益 ,各 方 必须 考虑 对 手 的 各 种 可 能 的 行动 
方案 , 并 力图 选取 对 目 己 最 为 有 利 或 最 为 合理 的 方案 。 对 策 论 就 是 研究 对 策 行为 中 斗争 各 方 
是 否 和 存在 着 最 合理 的 行动 方案 ,以 及 下 癌 找 到 这 个 合理 的 行动 方案 的 数学 理论 和 方法 。 

把 各 种 对 策 产生 的 结果 看 作 目 标 , 二 人 博弈 也 可 以 被 认为 是 争斗 双方 的 多 目标 规划 。( 兄 
参考 文献 [3]) 

在 我 国 丰 代 ，“ 齐 王 赛马 "就 是 一 个 典型 的 二 人 对 策 论 研究 的 例子 。 

战国 时 代 , 齐 王 有 一 天 提出 要 与 田鼠 进行 赛马 。 双 方 约定 :从 各 自 的 上 ,中 .下 三 个 等 级 的 
马 中 各 选 一 匹 参 赛 ;每 匹 马 均 只 能 参赛 一 次 ;每 一 次 比赛 双方 各 出 一 匹 马 , 负 者 要 付 给 胜 者 千 
金 。 已 经 知道 ,在 同等 级 的 马 中 , 田 旭 的 马 不 如 齐 王 的 马 , 而 如 果 田 忌 的 马 比 齐 王 的 马 高 一 等 
级 , WU AAE n WE, 5i, 田 忌 的 一 个 谋士 孙 爱 给 田 咏 出 了 个 主意 ;每 次 比赛 时 先 让 齐 王 
牵 出 他 要 参赛 的 马 , 然后 用 下 马 对 齐 王 的 上 马 , 用 中 马 对 齐 王 的 下 马 , 用 上 马 对 齐 王 的 中 马 。 
比赛 结果 , 田 忌 二 胜 一 负 , 可 得 干 金 。 由 此 看 来 ,两 个 人 各 采取 什么 样 的 出 马 次 序 对 胜 负 是 至 
关 重 要 的 。 


9.1.2 ”对策 行为 的 三 个 基本 要 素 


以 下 称 具 有 对 策 行 为 的 模型 为 对 策 模 型 ,或 对 策 。 对 策 模 型 的 种 类 可 以 于 差 万 别 , 但 本 质 
上 都 必须 包括 如 下 三 个 基本 要 素 。 
(1) 局 中 人 
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在 一 个 对 策 行为 (或 一 局 对 策 ) 中 ,有 权 决 定 自己 行动 方案 的 对 策 参 加 者 , 称 为 局 中 人 。 通 
常用 了 表示 局 中 人 的 集合 。 如 果 有 n 个 局 中 人 , 则 了 = 11,2,…,n1。 一 般 要 求 一 个 对 策 中 至 
少 要 有 两 个 局 中 人 。 如 在 “ 齐 王 赛马 "的 例子 中 , 局 中 人 是 齐 王 和 田鼠 。 

对 策 中 关于 局 中 人 的 概念 是 具有 广义 性 的 。 局 中 人 除了 可 理解 为 个 人 外 , 还 可 理解 为 其 
一 集体 , 如 球 队 、 交 战国 .企业 等 。 当 研究 在 不 确定 的 气候 条 件 下 进行 某 项 与 气候 条 件 有 关 的 
生产 决策 时 ,也 可 把 天 自然 当 作 局 中 人 。 另 外 ,在 一 个 对 策 中 利益 完全 一 致 的 参加 者 只 能 看 成 
是 一 个 局 中 人 ,例如 桥牌 中 的 东西 方 和 南 、 北 方 各 为 一 个 局 中 人 , 虽 有 四 人 参赛 ,但 只 能 算 有 
两 个 局 中 人 。 

需要 补充 的 一 点 是 ,在 对 策 中 总 是 假定 每 一 个 局 中 人 都 是 “理智 的 "决策 者 或 竞争 者 , 即 对 
任 一 局 中 人 来 讲 ,不 存在 利用 其 他 局 中 人 决策 的 失误 来 扩大 自身 利益 的 可 能 性 或 相反 。 

(2) 策 略 集 

一 局 对 策 中 , 可 供 局 中 人 选择 的 一 个 实际 可 行 的 完整 的 行动 方案 称 为 一 个 策略 。 参 加 对 
策 的 每 一 局 中 人 i, i ET, 都 有 自己 的 策略 集 5S;。 一 般 , 每 一 局 中 人 的 策略 集中 至 少 应 包括 两 
个 策略 。 

在 “ 齐 王 赛马 "的 例子 中 , 如 果 用 (上 , 中 , 下) 表示 以 上 马 ,中 马 . 下 马 依 次 参赛 这 样 一 个 次 
序 , 这 就 是 一 个 完整 的 行动 方案 , 即 为 一 个 策略 。 可 见 , 局 中 人 齐 王 和 田 忌 各 目 帮 有 六 个 策 酷 ; 
LEP, PALE, F. PE. FAF: PF LCP ENF E; P) 

(3) MEAS OAR) 

在 一 局 对 策 中 ,各 局 中 人 所 选 定 的 策略 形成 的 策略 组 称 为 一 个 局 势 , 即 若 s, EB ; 个 局 中 
人 的 一 个 策略 , 则 n 个 局 中 人 的 策略 组 

Le (sr, L 
就 是 一 个 局 势 。 全 体 局 势 的 集合 S 可 用 各 局 中 人 策略 集 的 笛 卡 儿 积 表示 , 即 
S= SÓ X S, X = X S, 

当局 势 出 现 后 ,对 筑 的 结果 也 就 确定 了 。 也 就 是 说 ,对 任 一 局 势 ;E 5S, 局 中 人 i 可 以 得 到 
一 个 说 得 H(s)。 显 然 , Hi(s) 是 局 势 s HAN, 称 之 为 第 i 个 局 中 人 的 厄 得 函数 。 在 齐 王 与 
田 忌 赛马 的 例子 中 ,局 中 人 和 集合 T= 11,21, 齐 王 和 田 辟 的 策略 集 可 分 别 用 Si = lai, az, as, 
apas asl ® Sz= [Bis Ba, Bs, Bas Bs, B| 表示。 这 样 齐 王 的 任 一 策略 a, 和 田鼠 的 任 一 策略 及 
就 决定 了 一 个 局 势 5;。 恕 果 wi=( 上 ,中 ,下 ) pE FP, F) WERS si1 下 齐 王 的 赢得 值 
为 Hi(si1)= 3, 田 尽 的 赢得 值 为 Hal s11) = —3, 如 此 等 等 。 

以 上 讨论 了 局 中 人 .策略 集 和 赢得 函数 这 三 个 概念 。 一 般 当 这 三 个 基本 因素 确定 后 ,一 个 
对 策 模 型 也 就 给 定 了 。 


9.1.3 对 策 的 分 类 


对 策 的 种 类 很 多 , 可 以 依据 不 同 的 原则 进行 分 类 。 根 据 参 加 对 策 的 局 中 人 的 数目 , 可 分 为 
二 人 对 策 和 多 人 对 策 。 在 多 人 对 策 中 还 有 结盟 对 策 与 不 结盟 对 策 之 分 ,结盟 对 策 又 包括 联合 
对 策 和 合作 对 策 。 根 据 局 中 人 策略 集中 策略 的 有 限 或 无 限 , 可 将 对 策 分 为 有 限 对 策 和 无 限 对 
策 。 还 可 根据 各 局 中 人 赢得 函数 值 的 代数 和 ( 赢 者 为 正 , 输 者 为 负 ) 是 否 为 零 ,将 对 策 分 为 零 和 
对 策 和 非 零 和 对 策 。 所 谓 等 和 对 策 ,是 指 一 方 的 所 得 值 为 他 方 的 所 失 值 , 零 和 对 策 亦 称 为 对 抗 
对 策 。 此 外 , 根据 策略 与 时 间 的 关系 可 将 对 策 分 为 静态 对 策 与 动态 对 策 。 根 据 对 策 的 数学 模 
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型 的 类 型 可 分 为 矩阵 对 策 、 连 续 对 策 , 微 分 对 第, 阵地 对 策 , 随 机 对 策 等 。 主 要 的 对 策 模型 分 类 
可 由 图 9.1 表示 。 


图 9.1 
在 从 多 对 策 模 型 中 ,占有 重要 地 位 的 是 二 人 有 限 零 和 对 策 , 这 类 对 策 又 称 为 生 阵 对 策 。 和 十 
阵 对 策 是 到 目前 为 止 在 理论 研究 和 求解 方法 方面 都 比较 完善 的 一 类 对 第 , 而 且 这 类 对 策 的 研 
究 思 想 和 理论 缚 困 广 是 研究 其 他 类 型 对 策 模型 的 基础 。 因 此 ,本章 主 要 介绍 窍 阵 对 策 的 基本 
理论 和 方法 。 


9.2 矩阵 对 策 的 基本 定理 


9.2.1 和 抑 阵 对 策 的 数学 模型 


矩阵 对 策 就 是 二 人 有 限 零 和 对 策 。 这 是 指 只 有 两 个 参加 对 策 的 局 中 人 ,每 个 局 中 人 都 只 
有 有 限 个 策略 可 供 选 择 。 在 任 一 局 势 下 ,两 个 局 中 人 的 赢得 之 和 总 是 等 于 零 , 即 双 方 的 利益 是 
激烈 对 抗 的 。“ 齐 王 赛马 "就 是 一 个 矩阵 对 策 的 例子 , 齐 王 和 田 忌 各 有 六 个 策略 ,一 局 对 策 结 东 
后 , 齐 王 的 所 得 必 为 田 忌 的 所 和 失 , 反 之 亦 然 。 
一 般 , 用 工 , [分别 表示 两 个 局 中 人 ,并 设 局 中 人 I 有 m 个 纯 策略 ai, a2,…', am 可 性 选 
择 , 局 中 人 下 共有 n TR pi Bz,…, B, TERR, MEPA IL, 了 的 策略 集 分 别 为 
S1= fap a, ami 
S2= {fi Ba, °> Pa! 
当局 中 人 工 选 定 纯 策 略 w 和 局 中 人 人 卫 选 定 纯 策 略 8, 后 , 就 形成 了 一 个 纯 局势 (a;, B;)。 可 见 
这 样 的 纯 局 势 共 有 men 个 ,对 任 一 纯 局 势 (a;, A) BARPA IHAHA a;, 并 称 


Zy d. Air 


9 ERR (HW 3) 207 


AAPA 1 BJA SAB BE(Csu ADRA IAEE. Bo RIEXI3 J EHH, Mk rB À U 83 
MATTA EER — 4。 
SAPA I, H 和 策略 集 S, S, 及 局 中 人 工 的 赢得 矩阵 A 确定 后 , 一 个 矩阵 对 策 就 给 定 
了 。 通 常 ,将 矩阵 对 策 记 成 
G=|1,lH;S;i,S;Al E G= |S,,S,;A| 
在 “ 齐 王 赛马 "的 例子 中 , 不 难看 出 齐 王 的 赢得 表 为 9.1: 
389.1 


s [A] 
a Nil (EFT) 


mi( 上 ,中 ,下 ) 
aE, FP} 
ath, E, F) 
a 中 ,下 , 上 ) 
as( 下 ,中 ,上 ) 
ge 下, 上, 中) 


赢得 矩阵 为 


1 

I 

I ~il 3 
1 

I 


1 _1 

1 1 

1 1 1 

3 1 1 

1 3 1 
-1 1 3 

年 阵 对 筑 模型 给 定 后 , 各 局 中 人 面临 的 问题 便 是 ;如 何 选 取 对 自己 最 为 有 利 的 纯 策略 以 谋 

取 最 大 的 显得 (或 最 少 损失 )。 下 面 遂 过 一 个 具体 例子 来 分 析 应 如 何 求解 各 局 中 人 的 最 优 纯 策 


1 ] 
1 1 1 


HZ. 
[B] 9.1] 设 有 一 和 矩阵 对 策 G=1S1, Sua EF S1 = fai an as, e41, S;= | Bi Bo, Bl 
一 各 l _ 8 
me 3 2 4 
9 -i -10 
-3 Ü 


由 A 可 看 出 ,局 中 人 工 的 最 大 赢得 是 9, 要 想得到 这 个 赢得 , 他 就 得 选择 纯 策 略 a;。 由 于 假定 
局 中 人 下 也 是 理智 的 , 他 考虑 到 了 局 中 人 I 工 打 算出 as 的 心理 ,于 是 便 准 备 以 B, 对 付 之 , 使 局 
中 人 工 不 但 得 不 到 9 反而 失掉 10。 局 中 人 人工 当然 也 会 猿 到 局 中 人 耳 的 这 一 心理 , 故 想 出 a, 
来 对 付 , 使 局 中 人 本 得 不 到 10 反而 失掉 6。…… 所 以 ,如 果 双 方 都 不 想 冒 险 ,都 不 存在 侥幸 心 
理 ,而 是 考虑 到 对 方 必然 会 设法 使 自己 的 所 得 最 少 这 一 点 ,就 应 该 从 各 自 可 能 出 现 的 最 不 利 的 
情形 中 选择 一 种 最 为 有 利 的 情形 作为 决策 的 依据 , 这 就 是 所 谓 “ 理 智 行为 ", 也 是 对 策 双方 实际 
上 都 能 接受 的 一 种 稳妥 的 方法 。 
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在 例 9.1 中 ,局 中 人 工分 析 得 出 纯 策略 ai, a, ai, ay 可 能 带 来 的 最 少 赢 得 (矩阵 4 中 每 

行 的 最 小 元 率 ) 分 别 为 ; 
-8,2, — 10, —3 
在 这 些 最 小 赢得 (最 不 利 的 情形 ) 中 最 好 的 结果 (最 有 利 的 情形 ) 是 赢得 为 2。 因 此 , 局 中 人 I 
只 要 以 ez 参加 对 策 , 无 论 局 中 人 开 选 取 什 么 样 的 纯 策 略 , 都 能 保证 局 中 人 工 的 收入 不 会 少 于 
2, 而 出 其 他 任何 纯 策 略 , 其 收入 都 有 可 能 少 于 2, 甚至 输 给 对 方 。 同 理 , 对 局 中 代 来 说 ,各 纯 
策略 Bi Ba, Bs 可 能 带 来 的 对 其 最 不 利 的 结果 (矩阵 中 每 列 中 最 大 元 素 ) 分 别 为 
9,2,6 

在 这 些 最 不 利 的 结果 中 最 好 的 结果 ( 输 得 最 少 ) 也 是 2, 即 局 中 人 [只 要 选择 纯 策略 p, 无 论 局 
中 人 工 采 取 什 么 纯 策 略 , 都 有 能 保证 自己 的 支付 不 会 多 于 2, 而 采取 其 他 任何 纯 策 略 ,都 有 可 
能 使 自己 的 所 和 失 多 于 2。 上 面 的 分 析 表 明 , 局 中 人 工 , U 的 “理智 行为 "分 别 是 选取 纯 策略 a 
和 fa, 这 时 局 中 人 工 的 赢得 值 和 局 中 全 的 所 失 值 的 绝对 值 相 等 (都 是 2)。 局 中 人 I 是 按 最 
大 最 小 原则 , 局 中 全 是 按 最 小 最 大 原则 选择 各 自 的 纯 策 略 , 这 对 双方 来 说 都 是 一 种 最 为 稳妥 
的 行为 。 因 此 ua, p, 分 别 为 局 中 人 工 , 了 的 最 优 纯 策略 。 

对 于 一 般 乍 阵 对 策 , 有 如 下 定义 : 

定义 9.1 设 G=iS:,Szi4| 为 矩阵 对 策 , 其 中 Si = |elyaz ant S; = 1B1, Bx, …， 
Pal T = (ajmaro 若 等 式 


max na ; ei max as = a'j" (9.2.1) 


成 立 , 记 Ve = ai 六。 则 称 Vo 为 对 策 G 的 值 ， 称 使 (9.2,1) 式 成 立 的 纯 局 势 (a AOA G 在 
纯 策 略 下 的 解 (或 平衡 局 势 ), ai" 与 B 分 别称 为 局 中 人 工 , TARRA. 

由 定义 9.1 可 知 ,在 矩阵 对 策 中 两 个 局 中 人 都 采取 最 优 纯 策略 (如 果 最 优 纯 策略 存在 ) 才 
是 理智 的 行动 。 

【 例 9.2】 求解 矩阵 对 策 G = 151, Sz; 4| 其 中 


= 1 -8 

3 2 4 
A = 

io — TO 

mA 0 5 


解 ” 根 据 矩 阵 A， 有 


于 是 


max minay = = min maxa; = = ax = 2 


H =E X 9. I. Vg =2, G 的 解 为 (a2， B>), Ea 与 > 分 别 是 局 中 人 I 和 H 的 最 优 印 策略 。 
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从 例 9.2 可 以 看 出 ,和 矩阵 4 的 元 素 azz 既 是 其 所 在 行 的 最 小 元 素 , 又 是 其 所 在 列 的 最 大 元 

素 , 即 
anan Say ¿i=1,2,3,4;)=1,2,3 

HR RRE RERE, 可 得 如 下 定理 ， 

定理 9.1 年 阵 对 策 G = 1S;, S;; & | 在 纯 策略 意义 下 有 和 解 的 充 要 条 件 是 :存在 纯 局 势 
(a;* , Bj" ) 使 得 对 一 切 i=], =, m;j =l, =, n, BA 

aj Satj SKa" (9.2.2) 
W 先 证 充分 性 。 由 于 对 任意 ;,; 均 有 


a; Ea Sa; 


maxay’ Sa; S mina; "j 
E z 
min maxa;; = max a;; ° 
J i i 
min ai ;max ming; 
j i J 
所 以 


min maxay Sa; "j" Smax mina; (9.2.3) 
另 一 方面 ,对 任 给 i,j 有 
minaj Saj Smin MAX ai 
所 以 
max min a =< min max a; (9.2.4) 
由 (9.2.3) 和 (9.2.4) 有 
max min aj min max ei; = e; * ° 
H Ve=ua;"; "o 
现在 来 证 明 必 要 性 。 设 有 i" ,7 使 得 
mina; ns max mina; 
max ai; ' = mn max a;j 
则 由 
max mani a max aas 
有 
max zi; ° = mina," ja j S maxa" = mina; 
所 以 对 任意 ij 有 
aj" Smaxay aij S mina; tj Sa; 
证 毕 。 | 
为 了 便于 对 更 为 广泛 的 对 策 情形 进行 分 析 , 现 引进 关于 二 元 函数 鞍点 的 概念 : 
定义 9.2 设 f(r,y) 为 一 个 定义 在 EA 及 yEB 上 的 实 值 沙 数 ,如 果 存 在 x EA, 
y" EB, 使 得 对 一 切 zEA 和 yE€B, 有 


210 整数 规划 基础 


Sir y OSS asy" SS", y) (9.2.5) 

UFR y ) 为 函数 了 的 一 个 鞍点 。 

由 定义 9.2 及 定理 9.1 可 知 ,矩阵 对 策 G 在 纯 策 略 意义 下 有 解 , 且 Vi = a;*;* 的 充 要 条 
件 是 ;a,* 六 是 矩阵 A 的 一 个 鞍点 。 在 对 策 论 中 ,和 矩阵 4 的 鞍点 也 称 为 对 策 的 鞍点 。 

关于 定理 9.1 中 (9.2.2) 式 的 直观 解释 是 :如 果 a,* :既是 矩阵 A = (a)na PRE ITE 
最 小 值 , 又 是 A 中 第 六 列 的 最 大 值 , 则 a;*;* 即 为 对 策 的 值 , Hat, B: ) 就 是 对 第 的 解 。 其 对 
策 意义 是 ;一 个 平衡 局 势 (a;* ,8 ) 应 具有 这 样 的 性 质 , 当局 中 人 IERTARE a,* 后 ,局 中 
八 卫 为 1 使 其 了 所 和 失 最 少 , 只 有 选择 纯 策 略 B* ,否则 就 可 能 失 得 更 名 ;反之 ,当局 中 人 本 选取 了 
纯 策 略 B* 后 ,局 中 人 工 为 了 得 到 最 大 的 赢得 也 只 能 选取 纯 策 略 a;* ,否则 就 会 赢得 更 少 。 双 
方 的 竞争 在 局 势 (aj* ,有 *) 下 达到 了 一 个 平衡 状态 。 

[ 例 9.3] 设 有 矩阵 对 策 G = |S,, Sy; 有 A}, 其 中 Sj = la, as, as, aal, S; = lB Ba, B3» 
B, MITER 2 


6 5 6 5 
L 34 2 1 
A = 
8 5 7 5 
2 ő 2 


E 直接 在 4 提供 的 赢得 表 上 计算 ,有 
Pi P2 Ps Ba min 
xl [6 5 6 5 5 
& |l 4 2 -1 S 
aa |8 5 7 5 5* 
wd 2 0 0 
max 8 5 7 5* 
于 是 
max mina; =min maxai = d'j 二 
其 中 
i =1,3, j" =2,4 
W (ei, B2), Cers Ba), (as, B>), Cas PB4) 四 个 局 势 都 是 对 策 的 解 , 且 Ve = 5。 
H B| 9.3 可 知 , 一 般 矩 阵 对 策 的 解 可 以 是 不 惟一 的 , 当 解 不 惟一 时 , 解 之 间 的 关系 具有 下 
面 两 条 性 质 ， 
性 质 1 无 差别 性 。 即 若 (a, , B MCa p ERR G 的 两 个 解 , 则 
Tii Tija 
性 质 2 可 交换 性 。 ME C ai , Bi ) 和 (ai , B, ) 是 对 策 G 的 两 个 解 ， Mi Cai , Bi) 和 和 (a; B) 
也 是 解 。 
上 面 两 条 性 质 的 证 明 留 给 读者 作为 练习 。 这 两 条 性 质 表明 , 扼 阵 对 策 的 值 是 惟一 的 。 即 
当局 中 人 人工 米 用 构成 解 的 最 优 纯 策略 时 , 能 保证 他 的 赢得 Vo 不 依赖 于 对 方 的 纯 策 略 。 
最 后 , 举 一 个 实际 应 用 的 例子 。 
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[ 例 9,4] 某 单位 采购 员 在 秋 尖 要 决定 冬季 取暖 用 煤 的 贮 量 问题 。 已 知 在 正常 的 冬季 和 气 
温 条 件 下 要 消耗 15 吨 煤 , 在 较 暖 与 较 准 的 气温 条 件 下 要 消耗 10 吨 和 20 ti, REZI AIIE 
价 随 天 气 寒 冷 程度 而 有 变化 ,在 较 暖 .正常 、 较 冷 的 气候 条 件 下 每 吨 煤 价 分 别 为 10 元 ,15 元 和 
20 元 ,又 设 秋季 时 煤 价 为 每 吨 10 元 。 在 没有 关于 当年 冬季 准确 的 气象 预报 的 条 件 下 , KEE 
煤 多 少 吨 能 使 单位 的 支出 最 少 ? 

这 一 贮 量 问题 可 以 看 成 是 一 个 对 策 问 题 , 把 采购 员 当 作 局 中 人 工 , 他 有 三 个 策略 :在 秋天 
时 买 10 吨 ,15 吨 与 20 吨 , 分 别 记 为 el az ase 

把 大 自然 看 作 局 中 大 下 (可 以 当 作 理 智 的 局 中 人 来 处 理 ), 大 自然 (冬季 气温 ) 有 三 种 策略 : 
出 现 较 暖 的 、 正 常 的 与 较 冷 的 冬季 ,分别 记 为 Bi Pa B3。 

现在 把 该 单位 冬季 取暖 用 煤 实际 费用 ( 即 秋季 购 煤 时 的 费用 , 与 冬季 不 够 时 绸 补 购 的 费用 
总 和 ) 作 为 局 中 人 的 赢得 ,得 矩阵 如 下 : 

B (PEBE) Bs( 正 常 ) BRUS) 


alfl10 吨 ) fF-100 -175 -300 
aa(15 mE) | 一 150 -150 — 250 
a, (20 ME) — 200 一 200 = 200 

max min aj = min maxaj = es = — 200 


故 对 策 的 解 为 (ai, B83), 即 冬季 贮 煤 20 吨 合 理 。 
9.2.2 矩阵 对 策 的 混合 策略 
由 上 节 的 讨论 可 知 ,对 和 矩阵 对 策 G = |S S2;4 上 | 来 说 ,局 中 人 工 有 把 担 的 至 少 顾 得 是 
vı = max mine; 
局 中 入 了 有 把 握 的 至 多 损失 是 
v3 = min maxa; 
一 般 , APA [I 的 赢得 值 不 会 多 于 局 中 人 五 的 所 和 失 值 , 即 总 有 nS o H v = va Bf, SE BE 


对 策 G 存在 纯 策略 意义 下 的 解 , 且 Vo= vi = va。 然而 , 一 般 情 形 不 总 是 如 此 , 实际 中 出 现 的 
更 多 的 情形 是 v < va, 这 样 根据 定义 9.1, 对 策 不 存在 纯 策 略 意义 下 的 解 。 例 如 对 于 杰 得 年 阵 


为 
a-l; 4 


= # 


vi = max mina; = 4, i =2 
i d 


的 对 策 来 说 ， 


v2= min maxa; =5, j”"=1 
va= a= 52>4= w, 
FE, 当 双 方 各 根据 从 最 不 利 情 形 中 选取 最 有 利 的 结果 的 原则 选择 纯 策 略 时 , 应 分 别 选取 az 
和 中, 此 时 局 中 人 工 将 赢得 5, 比 其 预期 赢得 v =4 还 多 , 原因 就 在 于 局 中 人 下 选择 了 p, tË 
他 的 对 手 多 得 了 原来 不 该 得 的 赢得 , 故 记 对 局 中 人 来 说 并 不 是 最 优 的 , 因而 他 会 考虑 出 
Bzs AFPA I 亦 会 采取 相应 办 法 , 改 出 a 以 使 赢得 为 6, 而 局 中 全 又 可 能 仍 取 策 略 Bi 来 对 
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付 局 中 人 工 的 策略 , 这 样 ,局 中 人 工 出 ai 或 a; 的 可 能 性 及 局 中 人 开 出 Bi 或 B 的 可 能 性 都 不 
能 排除 ,对 两 个 局 中 人 来 说 ,不 存在 一 个 双方 均 可 接受 的 平衡 局 势 ,或 者 说 当 ú < u, 时 ,和 矩阵 
对 策 G 不 存在 纯 策略 意义 下 的 解 。 在 这 种 情况 下 , 一 个 比较 自然 且 合 乎 实际 的 想法 是 :既然 
各 局 中 人 没有 最 优 纯 策略 可 出 ,是 否 可 以 给 出 一 个 选取 不 同 策略 的 概率 分 布 。 如 在 上 例 中 ,局 
中 人 工 可 以 制定 如 下 一 种 策略 :分别 以 概率 1/4 和 3/4 选取 纯 策 略 a) 和 a;, 这 种 策略 是 局 中 
A IHRER] a a21 上 的 一 个 概率 分 布 , 称 之 为 混合 策略 。 同 样 局 中 全 也 可 制定 这 样 一 种 
混合 种 略 :分 别 以 概率 1/2, 1/2 选取 纯 策略 pi, prs 下面 给 出 矩阵 对 策 混合 策略 的 严格 定义 : 

定义 9.3 设 有 和 矩阵 对 策 G= S, S Al, EP S= fai az, samh S; = fB B>, °, 
B.L, A = (aç) a xa Ü| IË 


Sr = [x € E" | z; 20, š =1,2, "`", m, a = 1) 


SZ = [y € E" |x 220, j=1,2,-,n, 2 = 1] 


W Sr 和 S; 分 别称 为 局 中 人 工 和 开 的 混合 策略 集 ( 或 策略 集 );xESir fl y€ S2 分 别 
称 为 局 中 人 人 工 积 开 的 混合 策略 (或 策略 ); 对 xESr,yESz， 称 (xz,y) 为 一 个 混合 局 势 (或 局 
$F), 局 中 人 工 的 赢得 果 数 记 成 


E(x,y) = xTAy = 2 2 apr; (9.2.6) 
这 样 得 到 的 一 个 新 的 对 策 记 成 G" = 1S7 ,Sz ,下 |, 称 G "为 对 策 G 的 混合 扩充 。 
由 定义 9.3 可 知 , 纯 策 略 是 混合 策略 的 特例 。 例 如 局 中 人 工 的 纯 策略 a, 等 价 于 混合 策略 
x=(zi," T 6) € Sr ,其 中 
_ 1 i=k 


0 ¿=k 
可 见 纯 策略 是 0-1 整数 型 混合 策略 。 一 个 混合 策略 ¥ = (x1，,…, za) l 可 设想 成 当 两 个 局 中 人 
多 次 重复 进行 对 策 G 时 ,局 中 人 工分 别 采 取 纯 策略 at, …, a 的 频率 。 若 只 进行 一 次 对 第 , 混 
合 策略 x= 《x1,…, zm) 可 设想 成 局 中 人 工 对 各 纯 策 略 的 偏爱 程度 。 下 面 讨 论 矩 阵 对 策 G 
在 混合 策略 意义 下 解 的 定义 。 
设 两 个 局 中 人 仍 像 前 面 一 样 进行 有 理智 的 对 策 。 当 局 中 人 工 采 取 混 合 策略 x Bj, 他 只 能 
希望 获得 (最 不 利 的 情形 ) 
min E(x, y) 


y S, 
因此 局 中 人 工 应 选取 x€ SY ,使 得 上 式 取 极 大 值 ( 最 不 利 当 中 的 最 有 利 博 形 ), 即 局 中 人 工 可 
保证 自己 的 赢得 期 望 值 不 少 于 


vı = max min E(x, y) (9.2.7) 

ZES? y€ s; 

同 理 , 局 中 人 开 可 保证 自己 的 所 失 期 望 值 至 过 是 
v= min maxE(x, y) (9.2.8) 


yë Sa zĚ S, 


首先 ,注意 到 表达 式 (9.2.7) 和 (9.2.8) 是 有 意义 的 。 因 为 根据 定义 ,局 中 人 工 的 赢得 函数 
RE(zryy) 是 欧 氏 空间 E"*" 内 一 个 有 界 闭 集 D = |(x, y) =,Z20, y,Z20,;i =1,2,---, m,;j=1,2, 
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"sR, 2 xi = 1, 25, = 1 1 上 的 连续 函数 ,因此 ,对 固定 的 x， E(x,y) 是 Sz 上 的 连续 函数 ， 
mn VEE, mH minE(x, piei S 上 的 连续 函数 ， üN max min E (x, y) FE. 同 


ES -EN y 8, 


RETIRA min max E(x,y)ff#, RI, 仍然 有 vlv. FEE, it 


x€ S; rES, 


max min E(x, y) =minË (x ' , y) 


z€ S) y€ S; 


min max E(x, y) =max E(x, y") 


y£ S, z€ S. 
于 是 
v= minE(x",y)SE(x ,y )SmaxE(x,y')= u 
y€ S; N 
定义 9.4 设 G*=|S?,5S2 ;El 是 矩阵 对 策 G= 1S1, Ss;A&1 的 混合 扩充 ,如 果 
max min E(x, y) = min maxE(x, y) (9.2.9) 
z€ sr y€ S; y€ S; z€ SP 


WEES Ve. 则 称 Vo 为 对 策 G* 的 值 , 称 使 (9.2.9) 式 成 并 的 混合 局 势 (x",y*) 为 G ER 
合 策略 意义 下 的 解 (或 简称 解 ), x “和 y ”分 别称 为 局 中 人 工 和 下 的 最 优 混合 策略 (或 简称 最 优 
策略 )。 
现 约定 ,以 下 对 G= 1S1, S52;A | 及 其 混合 扩充 G* = 1 SY, S2 ,El 一 般 不 加 区 别 ,通常 都 
B G=1S,, Sz; 41 来 表示 。 当 G 在 纯 策 略 意 义 下 解 不 存在 时 , 自动 认为 讨论 的 是 在 混合 策 
略 意 义 下 的 解 ,相应 的 局 中 人 械 的 赢得 函数 为 E(x,y)。 
和 定理 9.1 类 似 , 可 给 出 矩阵 对 策 G 在 混合 策略 意义 下 解 存在 的 蒜 点 型 充 要 条 件 。 
定理 9.2 ERNE G= 1S1, S52; A | 在 混合 策略 意义 下 有 人 解 的 充 要 条 件 是 :存在 x" € 
Si y ES? 使 (x',y") 为 函数 E(x,y) 的 一 个 著 点 , 即 对 一 切 xE Sr ,y€ 5S2, 有 
E(x, y" )<E(x' ,yy SEx", y) (9.2.10) 
本 定理 的 证 明 同 定理 9.1, 只 需 将 a; 换 写成 E(x,y), 读 者 可 自 证 之 。 应 注意 到 , 当 G 在 
纯 策略 意义 下 解 存 在 时 , 定义 9.4 中 关于 对 策 G 的 值 的 定义 Vc 与 前 面 的 定义 是 一 致 的 。 当 
G 在 混合 策略 意义 下 的 解 (x" ,y" ) 存 在 时 , Vo= (x*,y”)。 
【 例 9.5】 考虑 算 阵 对 策 G= |S, Srs Af, HP 
n: f N 
5 4 
由 前 面 的 讨论 已 知 G 在 纯 策 略 意义 下 解 不 存在 ,于 是 设 x = (zu, xz) 为 局 中 人 工 的 混合 策略 ， 
y= 1y1, yz 为 局 中 人 开 的 混合 策略 , 则 
Si = Ilzi, za) | ri, z2220, z| + xz2=1| 
| S? = |(yi,yz)|yi yz220,yi + y2=1| 
局 中 人 工 的 赢得 期 望 是 
E(x,y)=3ziyi + 6z4iyz t 5Szzyi f 4r2y2 
=3ziy, téri (l - y1) +5y((1-—zí)+4(1-zi)X1- y1) 
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Et x" =(1/4,3/4),y" = (1/2,1/2), WH] E(x*,y*)=9/2, E(x*,y)=E(x,y")=9/2, B 
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有 

E(x,y')<E(x",y")S%E(x ,y) 
Y x" = (1/4,3/4)#l y" = (1/2,172) 分 别 为 局 中 人 工 和 开 的 最 优 策 略 , 对 策 的 值 ( 局 中 人 I 
的 赢得 期 望 信 ) Veo=9/2, 


9.2.3 上 矩阵 对 策 的 基本 定理 


本 节 主 要 讨论 矩阵 对 策 解 的 存在 性 及 解 的 有 关 性 质 。 如 前 所 述 , 一 般 矩 阵 对 策 在 纯 策 略 
意义 下 的 解 往往 是 不 存在 的 , 但 本 节 将 证 明 , 一 般 算 阵 对 策 在 混合 策略 意义 下 的 解 却 总 是 存在 
的 ,并 且 通 过 一 个 构 音 性 的 证 明 ,将 引出 一 个 求解 惩 阵 对 策 的 基本 方法 一 一 线性 规划 方法 。 

先 给 出 如 下 两 个 记号 ， 

当局 中 人 工 取 纯 策略 a, 时 , 记 其 相应 的 赢得 函数 为 EE(i, y), TÆ 


E(i,y) = >》 ay (9.2.11) 
当局 中 全 取 纯 策略 B 时 , 记 其 相应 的 启 得 函数 为 E(x,j), 于 是 
E(x,j) = Dayr: (9.2.12) 


由 (9.2.11) 和 (9.2.12) 式 ,有 
E(x,y) = 2; Dar 三 D(C Dap ) zi 
DE(i,y)z: (9.2.13) 


E(x,y) = 2 Der = 2 (Oar)y 
SUE(x,j)y; (9.2.14) 
F 


根据 上 面 的 记号 ,可 给 出 定理 9.2 的 另 一 等 价 形式 : 
定理 9.3 ix" ES 六 ES， 则 (xy ) 是 G 的 解 的 充 要 条 件 是 : 对 任意 i=1,2, 
= m 和 j=1,2,*…,n, 有 


II 


Eli, y )SE(x*, y )SE(x*, i) (9.2.15) 
证 明 设 (x*,y') 是 G 的 解 , 则 由 定理 9.2,(9.2.10) 式 成 立 。 由 于 纯 策 略 是 混合 策略 
的 特例 , 故 (9.2,15) 式 成 立 。 反 之 , 设 (9.2.15) 式 成 立 , 由 
E(x,y )= DEl, y Jai < E(x*,y") : 2 = E(x",y ) 
E(x",y) = 2Z2E(x",j)y > E(x',y") > 2y = E(x",y") 
即 得 (9.2.10) 式 ,证 毕 。 
可 以 这 样 认 识 定理 9.3 的 意义 ;在 验证 (x *,y") 是 否 为 对 策 G 的 解 时 , (9.2.15) 式 把 需 
要 对 无 限 个 不 等 式 进行 验证 的 问题 转化 为 只 要 对 有 限 个 不 等 式 (m x n 个 ) 进 行 验 证 的 问题 ， 
从 而 使 下 面 的 研究 大 为 简化 。 
不 难 证 明 , 定理 9.3 可 表述 为 如 下 等 价 的 形式 ,而 这 一 形式 在 求解 矩阵 对 策 时 是 特别 有 用 
的 。 
定理 9.4 设 x ES, y ES, Mli", yA GARDES E: FEN Àu, 使 得 
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xH y "分 别 是 不 等 式 组 
D ayti > v j= lian 
T; >= Ü) ; = 1,2, m 

和 不 等 式 组 
DJ ay vy i=1,2, |, m 

(H); Sy = 1 (9.2.17) 

yJ = Ü j = 1.2 a E 

的 解 , 且 u= Vo 

证 有 明 留 给 读者 作为 练习 。 


下 面 给 出 抢 阵 对 策 的 基本 定理 ,也 是 本 节 中 最 主要 的 结果 ; 

定理 9.5 对 任 一 矩阵 对 策 G=1S1, S2;4|, 一 定 存在 混合 策略 意义 下 的 解 。 

证 明 由 定理 9.3, 只 要 证 明 x" € Sr ,y" € S; 存在 ,使 得 (9.2.15) 式 成 立 。 为 此 ,考虑 
如 下 两 个 线性 规划 问题 : 


max wW 
Dap > ww j= 1,2,",n 
=; > 0 : = 1,2, `", m 

和 

minu 
Sap i = 1,2,7, m 
; 
y; >00 j = 1,2,",n 


易 验 证 ,问题 (P) 和 (D) 是 互 为 对 倡 的 线性 规划 问题 ,而 且 

x=(1,0, =, TEE”, w= mingi; 
是 问题 (P) 的 一 个 可 行 解 

y={1,0,.…, 0) TE E", w = max ai 
是 问题 {D) 的 一 个 可 行 解 。 由 线性 规划 的 对 偶 理 论 可 知 ,问题 (P) 和 (D) 分 别 存 在 最 优 解 (4xr ”， 
z ) 和 (y*,v"), 且 wv”=w*。 即 存在 x ST,y ES? 和 数 vw* ,使 得 对 任意 i =1,2,…， 
m 和 ;=1,2,…,n, 有 

Day; < u" < paz? (9.2.18) 

或 
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E(i,y")<u SE(x",j) (9.2.19) 
叉 由 
E(x",y") = 2E(i,y")z7 < u. s = 
E(x", y) = DEG y; = u" 疡 = w“ 
得 到 o" =E(x",y"), 故 由 (9.2.19) 式 知 (9.2.15) 式 成 立 。 证 毕 。 
定理 9.5 的 证 明 是 一 个 构造 性 的 证 明 , 不 仅 证 明和 矩阵 对 策 解 的 存在 性 ,而 且 给 出 了 利用 线 
性 规划 方法 求解 矩阵 对 策 的 思想 。 
下 面 的 定理 9.6 至 定理 9.10 讨论 了 矩阵 对 策 及 其 解 的 若干 重要 性 质 , 它们 在 求解 矩阵 对 
策 的 过 程 中 将 起 重要 作用 。 
定理 9.6 设 (x” ,)y”) 是 算 阵 对 策 G 的 解 ,v= Vç W 
(1) # z; >0, W Yap? = v. 


(2) # y; >0， 则 Dayr? = v 
(3) Ë Sla jy; <v, MÜ z; =0 
(4) # Dayr? > v， 则 y ”=0 


证 明 EEA 
u= maxE(x, y") 
z657 
WY 
v- Japy = maxE({x,y")- E(i,y')=0 
F reS 
XE 


Dri (v - Daiy) ) =y- 2 EN =0 
z; =0,:=1,2, =, m 
所 以 , 当 zx? >0 时 , 必 有 Jap; =v: Dip} < vif, bE r7 =0,(1),(3) 得 证 。 同 理 
可 证 (2), (4)。 证 毕 。 l 
记 和 矩阵 对 策 G 的 解 集 为 T(G), 下 面 三 个 定理 是 关于 对 策 解 集 性 质 的 主要 结果 : 
定理 9.7 设 有 两 个 矩阵 对 策 
G1= |1S1, S2;A1| 
G2= Si S2; A2] 
其 中 A1= (ag) A2= (e; tL), L AERES 
(1) Vs, = Vo + L 
(2) T(G i)= T(G;) 
定理 9.8 设 有 两 个 矩阵 对 策 
G1=1S1, S; A| 
G2= Si, Ss;aA | 
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其 中 a >0 为 任 一 常数 。 则 

(1) Ve,=aVe, 

(2) TAG = T(G2) 

定理 9.9 设 G=15Si,S2i41 为 一 矩阵 对 策 , 且 4= 一 "为 斜 对 称 和 矩阵 ( 亦 称 这 种 对 筑 
为 对 称 对 策 )。 则 

(1) Ve=0 

(2) Tı(G)= T(G) 
其 中 TI(G) 和 Ts(G) 分 别 为 局 中 人 工 和 本 的 最 优 策略 集 。 

将 定理 9.7 至 定理 9.9 的 证 明 留 给 读者 去 完成 。 在 给 出 定理 9.10 之 前 , 先 给 出 矩阵 对 策 
优 超 纯 策略 的 定义 : 

定义 9.5 设 有 和 矩阵 对 策 G=|151, S2;A1, 其 中 S1= lapt anl ,Sz2= Be, Bh A 
= (ajy)。 如 果 对 一 切 }=1,…,n, WE 

a = ak 
即 矩 阵 A 的 第 如 行 元 均 不 小 于 第 F 行 的 对 应 元 , 则 称 局 中 人 工 的 纯 策略 ae ka T aj; |l 
样 ,车 对 一 切 i =1,…,m， WA 
aj i 

即 矩 阵 4 的 第 1 列 元 均 不 小 于 第 ;9 列 的 对 应 元 , 则 称 局 中 人 本 的 纯 策 略 Bi" 优 超 Bo. 

定理 9.10 设 G=|1S1,S2;A| 为 答 阵 对 策 , 其 中 SI = fapt as l. S25 Bbh A 
= (ar)。 如 果 纯 策略 a, 被 其 余 纯 策略 a，,…, aw 中 之 一 所 优 超 ,由 G 可 得 到 一 个 新 的 矩阵 对 
RG: 

G =1S/,S;,, A | 


其 中 
Si = |as, .... wm | 
A =(a i)(m-D)xn 
a =a i=2,", m, j=1,-, n 
于 是 有 
(1) Ve: = Vç; 


(2) G 中 局 中 人 开 的 最 优 策略 就 是 其 在 G 中 的 最 优 策略 ; 

(3) 若 (zz ,…, an) 是 G' 中 局 中 人 了 I 的 最 优 策略 , 则 x" = (0, rz ,…，,zm) 便 是 其 在 
G 中 的 最 优 策略 。 

证 明 不 妨 设 a 优 超 于 a1, 即 


aya j=l nn (9.2.20) 
H rtir, A M yt li ECHR, HER S9., 8 
Day S Ve < Sayti i= 2, "m; j = l,a (9.2.21) 
=l =Z 


E a> 优 超 于 21, (9.2.20 RE 


Yam < pap) < Ve (9.2.22) 
j=l 1 


j= 
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合并 (9.2.21) 和 {9.2.22) 式 ,得 
Pay} < Ve < Dy oor? tay'0 i=1,.,m;j= 1,,n 
或 
E(isy )S Vo SE(x*,j) i=l, e,m; j=1,.…,n 

BER 4, (x,y) Æ G BE, EP x*=(0, r7, 4, ra), B Ve = Vç 证 毕 。 

推论 ”在 定理 9.10 中 ,车 a 不 是 为 纯 策 略 ca, …, ww 中 之 一 所 优 超 , 而 是 为 az, ,an 
的 菏 个 凸 线 性 组 合 所 优 超 , 定理 的 结论 仍然 成 立 。 

定理 0.10 实际 给 出 了 一 个 化 简 赢 得 矩阵 4 的 原则 ,被 称 之 为 优 超 原则 。 根 据 这 个 原则 ， 
当局 中 人 工 的 某 纯 策略 a, 被 其 他 纯 策 略 或 纯 策 略 的 凸 线性 组 合 所 优 超时 , 可 在 矩阵 A 中 划 
去 第 i 行 而 得 到 一 个 与 原 对 策 G 等 价 但 赢得 矩阵 阶 数 较 小 的 对 策 G ,而 G 的 求解 往往 比 G 
的 求解 容易 些 , 通过 求解 G 而 得 到 G 的 解 。 类 似 地 , 对 局 中 全 来 说 , 可 以 在 赢得 矩阵 4 中 
划 去 被 其 他 列 或 其 他 列 的 凸 线性 组 合 所 优 超 的 那些 列 。 

下 面 , 华 例 培 明 优 超 原则 的 应 用 。 

【 例 9.6] 设 赢得 矩阵 为 


人 G O h 
Qy Q x h o 


3 
5 
A = |7 
4 
6 
求解 这 个 矩阵 对 策 。 
EO 由 于 第 4 行 优 超 于 第 1 行 ,第 3 行 优 超 于 第 2 行 , 故 可 划 去 第 1 行 和 第 2 行 ,得 到 新 
BJ MA 18 RE Ek 


5 


5 9 

Arí = 6 T Š. 

P 0 8 & 3 

对 于 A1, 第 1 列 优 超 于 第 3 列 ,第 2 列 优 超 于 第 4 列 , + x (E 1 A) + 2 x 52 列 ) 优 超 于 第 
5 列 , 因 此 去 掉 第 3 列 ,第 4 列 和 第 5 列 , 得 到 


42=|4 6 
Ü 


这 时 , 第 一 行 又 优 超 于 第 3 行 , 故 从 A; 中 划 去 第 3 行 ,得 到 


À: 
6 


对 于 43, 易 知 无 鞍点 存在 ,应 用 定理 4, 求 解 不 等 式 组 


Tra tår Z: Tyi + 3y,=x u 

37í(+6r, Z= 4y1 + 6y;Ə=u 
(I) (HH 

Tr t+ y=1 


I3 ,X40 yi ， 妇 之 0 
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首先 考虑 满足 
Try tår4= v Tyit3y =v 
ee 
Tyt 45l 321+ ya=1 
的 非 负 解 , 求 得 解 为 
z? = z; =i 
. D _ 
m =, n 二 了 
u = 5 


TE, 原 矩 阵 对 策 的 一 个 解 就 是 : 


9.3 3 E BE *J 2 65 WZ ;Ë 


9.3.1 图 解法 .迭代 法 及 其 他 方法 


(1) 2x2 对 策 的 公式 法 
所 谓 2x2 对 策 是 指 局 中 人 工 的 赢得 矩阵 为 2x2 阶 的 , 即 


an aj 
=- "m | 
如 果 A 有 鞍点 , 则 很 快 可 求 出 各 局 中 人 的 最 优 纯 策略 ;如 果 4 没有 鞍点 , 则 可 证 明 各 局 中 人 
最 优 混合 策略 中 rsy 的 均 大 于 零 ( 习 题 9)。 于 是 ,由 定理 9.6 可 知 , 为 求 得 最 优 混合 策略 


可 求 下 列 等 式 组 ， 
darTtt aur = v 
J een + ax == v 
Ti+ xz, =1l 
aiyiít aiy2= v 
(lH = T+ azzya2 = u 
?1I+ y2=1 
HIERE 4 不 存在 鞍点 时 , 可 以 证 明 上 面 等 式 组 ( I ) 和 (了 ) 一 定 有 严格 非 仙 解 x* = (z/ ,zz) 
fl y'= (yí, yz ), 其 中 


(32 71 


x= te 
l (an tax)-(axn+abn)' 
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Gil 一己 
w 
z (ag +taoəoo)-( (a, +a,h.L) 
s a22 an 
l (antan)-lantan) 
# dil a21 
y 


2 (antag) lantan) 
(114322 C i2831 
r a e E 
(习题 11)。 
【 例 9.7】 求解 矩阵 对 策 G= 1S1, Su Al, AF 
1 3 
a ， | 
解 易 知 , 4 没有 鞍点 。 由 上 述 通 解 公式 计算 得 到 最 优 解 为 x* = [ 士 , 士 ] y= 
[人 
(2)2xn 或 m x 2 对 策 的 图 解法 
这 里 ,介绍 一 种 求 矩 阵 对 策 的 图 解法 ,这 个 方法 用 在 赢得 矩阵 为 2xn EK m x 2 阶 的 对 策 
上 特别 方便 ,也 可 用 在 3xn 或 m x 3 对 策 上 ,但 对 m 和 nn 均 太 于 3 的 和 矩阵 对 策 就 不 适用 了 。 
现 用 一 个 2 x n 对 策 的 例子 来 说 明 这 个 方法 。 
【 例 9.8]】 考虑 矩阵 对 策 G= 1Si, S;;Al, EF 
=Ë 3 J 
75 2 
S= {ais a2f, 52= {f1 Bs, Bsl 
设 局 中 人 工 的 混合 策略 为 (z,1- x)',xE[0,1]。 过 数 轴 上 上 坐标 为 0 和 1 的 两 点 分 别 做 
HRERL- IANI- [[, 垂 线 上 点 的 纵 坐 标 分 别 表 示 局 中 人 IRRA a, 和 a; 时 ,局 中 人 
采取 各 纯 策 略 时 的 赢得 值 。 如 图 9.2。 当 局 中 人 I 选择 每 一 策略 (xz, 1 一 x+)' 时 ,他 的 最 少 
可 能 的 收入 为 由 局 中 人 本 选择 i, By, Bs 时 所 确定 的 三 条 直线 2x +7(1 一 x)=V,3r+5(1 
x)= V, ll +2(1—- x)= V Ær 处 的 纵 坐 标 中 之 最 小 者 , 即 如 折线 B1BB;B3 所 示 。 所 以 对 
局 中 人 工 来 说 ,他 的 最 优选 择 就 是 确定 x 使 他 的 收入 尽 可 能 地 地, 从 图 9.2 可 知 , 按 最 小 最 大 
原则 应 选择 zx=04, 而 AB 即 为 对 策 值 。 为 求 出 点 x 和 对 策 的 值 Ve, 可 联 立 过 点 B 的 两 条 
线段 8 和 8, 所 确定 的 方程 ; 
3+5(1- z)= VG 
11z+2(1-z)= Vç 
解 得 =Ë. v = 得 。 所 以 局 中 人 工 的 最 优 策略 为 x* = [3.8] 。 此 外 , 从 图 上 还 可 
— Ji S i Jill! ° j 
以 看 出 ,局 中 人 [的 最 优 混合 策略 只 由 B, 和 8, ARCORE, Ewy lysy) 为 局 
中 人 本 的 最 优 混合 策略 , HJ H 
3 8 _ 62. 49 


E(x ee is j qi "e 
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E(x ; , 2) = E(x ,3)= VGs 
根据 定理 9.6 可 知 , 必 有 yi =0, y7 >0, yy >0), 根 据 定理 9.6, 可 由 


49 
3y2 t 11ys= 11 


532 + 2y = 18 
yt n=l 
求 得 好 = y = 2. MURRA THRRESREY y*=|0, 2,2 


【 例 9.9】 用 图 解法 求解 矩阵 对 策 G = 1S,, S; 
Al rB S = lay ay azl, S2 = IB. Bl, 


2 
点 二 | 6 6 
ll 2 


设 局 中 全 的 混合 策略 为 (y,1 一 y)', 由 图 9.3 可 知 , 直 
线 ap agp aa 在 任 一 点 yC [0,1] 处 的 纵 坐 标 分 别 是 局 中 I A I z 
人 开采 取 混 合 策略 (>y,1- y) 时 的 支付 。 根 据 最 不 利 图 9%.2 2x n 对 策 的 图 解法 

当中 选取 最 有 利 的 原则 , 局 中 全 的 最 优选 择 就 是 如 何 

确定 y, 以 使 三 个 纵 坐 标 值 中 的 最 大 值 尽 可 能 地 小 。 从 图 9.3 可 见 , 就 是 应 选择 OA. < < 
04:, 且 对 策 的 值 显然 为 6。 由 方程 


2y+7(1-y)=6 
和 
1lly+2(1-—y)=6 


iB 0A = L.0A = +. 故 局 中 大 开 的 最 优 混合 策略 是 y” = (íy,1- yr, ih <<, 而 


局 中 人 工 的 最 优 策 略 显然 只 能 是 (0,1,0)7, 即 取 纯 策略 a. 
下 面 再 举 一 个 例子 : 
[ 例 9.10】 求解 赢得 矩阵 为 


8 
aft S ta 
1 5 5 7 
的 矩阵 对 策 。 


首先 , 利用 优 超 原则 , 第 2 列 优 超 于 第 3 A, 故 可 
划 去 第 3 列 。 又 因 委 x (第 4 列 )+ 序 x (第 1 列 )= 图 9.3 mx2 对 策 的 图 解法 
(第 2 P|), 由 优 超 原则 又 可 划 去 4 的 第 2 列 。 转 而 求解 赢得 矩阵 为 ， 


z; Í 
1 7 
的 对 策 G, 从 而 解 得 原 对 策 的 一 个 解 为 : 
= [2,11] 
' 4 


> 


T. 
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v =Ë 
若 用 图 解法 求解 本 例 , 由 图 9.4 可 见 ,局 中 人 工 的 最 优 策略 为 x" =|, 4] ,车 记 局 中 
ATI 的 最 优 策略 为 y = (yi ET Y3 Ya )Y, 则 有 y3 =0, 而 yi y AE 可 由 以 下 联 立 方程 


确定 。 


13 


8 13 
4yit-yy2t2y4= 4 
yit nt y. Q. 


yit yit y4=1 

显然 , 满足 上 面 方程 组 的 解 有 无 穷 多 个 , 故 局 中 人 下 有 
元 穷 多 个 最 优 混合 策略 。 

例 9.10 说 明 , 利 用 优 超 原 则 化 简 赢 得 矩阵 时 , 有 
可 能 将 原 筷 阵 对 策 的 解 也 划 去 一 些 ,这 种 情况 在 m 和 
n HKF 3 时 仍然 可 能 发 生 。 

(3) 线性 方程 组 方法 

根据 定理 9.4, 求解 矩阵 对 策 解 (x*,y") 的 问题 等 价 于 求解 不 等 式 组 (9.2.16) 和 (9.2. 
17), 又 根据 定理 9.5 和 定理 9.6, 如 果 假 设 最 优 策略 中 的 zx” Ay; 均 不 为 零 , 即 可 和 将 上 述 两 
个 不 等 式 组 的 求解 问题 转化 成 求解 下 面 两 个 方程 组 的 问题 : 


了 =u j= 1, n 
; (9.3.1) 
2 =i = 1 
和 
Yay; =y i= 1, m,m 
(9.3.2) 


如 果 方 程 组 (9.3.1) 和 (9.3.2) 存 在 非 负 解 x* 和 y", 则 便 求 得 了 对 策 的 一 个 解 (x*,y"). 如 
果 由 上 述 两 个 方程 组 求 出 解 x "和 y* 中 有 仙 的 分 量 , 则 可 视 具 体 情况 ,将 (9.3.1) 和 (9.3.2) 
中 的 某 些 等 式 改 成 不 等 式 , 继续 试 算 求解 ,直至 求 出 对 策 的 解 。 这 种 方法 由 于 事先 假设 x* 和 
y " 均 不 为 零 , 故 当 x "和 y' 的 实际 分 量 中 有 些 为 零 时 , (9.3.1) 和 (9.3,2) 一 般 无 非 负 解 ,而 下 
面 的 试 算 过 程 则 是 无 固定 规程 可 循 和 的 。 因 此 ,这 种 方法 在 实际 应 用 中 具有 一 定 的 局 限 性 。 

【 例 9.11】 求解 算 阵 对 策 一 一 “ 齐 王 赛马 ” 

解 ” 已 知 齐 王 的 赢得 矩阵 为 


9 EB 3 k (HF) 223 


3 1 1 1 1 1 
1 3 1 i =] 1 
Io =] 3 1 I l 
A = 
Qs 1 1 3 1 1 
1 I | 1 3 1 
1 1 1 =i 1 3 


易 知 ,4 RERS, BIRI T Tl H S 3 Dk SE FF ER AIKPE RES. V JF T TU EH 69 DLIE 
合 策略 为 “=(rrzryzet sze) Hfly'=(yr,y2, y. 34 ysy) MER A 
的 元 素来 看 , 每 个 局 中 人 选取 每 个 纯 第 略 的 可 能 性 都 是 存在 的 , 故 可 事先 假定 xy >0 和 y? > 
0,i=1,…,6, j=1,…,6. 于 是 求解 线性 方程 组 
371 十 z+ z3- Xat+ 工 5 十 x= 
Ti+3Zm)- zt 区 4 十 并 5 十 Xe=v 
Tit 了 2 十 373 十 r” z+ xç= w 
zıt zat ryTtj3z,T+ Ts-— IFY 
ri” zat 3t z(t+t3z;ç+ To= v 
-xt zat r3t za+ rst3re=v 


xı 十 T> + Tat zat T + Ts=1 


3yit yat yst yat ys— ys=v 
yt3yat yst 区 一 yst Ye= 9 
yi yti3yyt yat yst ys= z 
-yit yt ytiyat yst ye= 9 
yit ya yat yat dyst+ ye= o 
yt 32+ ys yat yst+ 3y6=v 
yt 32+ 33+ yat yst yo=1 
得 到 


故 齐 王 和 田 刀 的 最 优 混合 策略 为 x = [11 1111 

111111] ,对 策 的 值 ( 齐 王 的 期 望 赢得 ) 为 Vo =1. 这 与 我 们 的 设想 相符 , 即 双 
方 都 以 1/6 的 概率 选取 每 个 纯 策略 ,或 者 说 每 个 纯 策略 被 选取 的 机 会 应 是 均等 的 , 则 总 的 结局 
应 该 是 , 齐 王 有 5/6 的 机 会 赢 田鼠 ,赢得 的 期 望 值 是 1 千金 。 但 是 ,如 果 齐 王 在 每 出 一 匹 马 前 
将 自己 的 选择 告诉 了 对 方 ,这 实际 上 等 于 公开 了 自己 的 策略 , 如 齐 王选 取出 马 次 序 为 (上 , 中 ， 
下 ), 则 田鼠 根据 谋士 的 建议 便 以 (下 , 上 , 中 ) 对 之 ,结果 田鼠 反而 可 得 千金 。 因 此 ,在 矩阵 对 策 
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不 存在 鞍点 时 ,竞争 的 双方 在 开局 前 均 应 对 自己 的 策略 (实际 上 是 纯 策 略 ) 加 以 保密 , 否则 不 保 
密 的 一 方 是 要 了 吃亏 的 。 
【 例 9.12] 某 厂 用 三 种 不 同 的 设备 ai, azyas 加 工 三 种 不 同 的 产品 Bi Bs, Bs. 已 知 三 种 
设备 分 别 加 工 三 种 产品 时 ,单位 时 间 内 创造 的 价值 由 表 9.2 给 出 。 
3 9.2 
加 T wa sas ih 


使 用 设备 =] 


出 现 负 值 是 由 于 设备 的 消耗 大 于 创造 出 的 价值 。 在 上 述 条 件 下 ee 
解 ” 此 间 题 可 看 成 是 一 个 矩阵 对 策 问 题 ,并 易 知 没有 鞍点 。 设 采用 设备 a1, az, a3 的 概率 
分 别 为 (zly rayz3) ,产品 Bi, Bs, Bs 被 接受 加 工 的 概率 分 别 为 (yi, ya, y3)7. 
为 简化 求解 计算 , 由 定理 9.7, 转 而 求 赢 得 矩阵 为 
1 -4 2 
-3 2 i 


0 0 4 


A. = À — (2)Lsx3 = 


的 矩阵 对 策 G ,为 此 , 先 求解 等 式 组 . 
z -3zx; =y" 
m E í +2 Z = x 
R: (9.3.3) 


之 工 1 + Ary v 


zit zt z4=1 


—4y2 t 2ys = v 
一 二 91 十 之 ya F 
4y;í: = u 
TT yat 中 三 1 
经 过 实际 计算 , 知道 上 述 等 式 组 不 存在 非 负 解 。 于 是 根据 试 算 ,将 (9.3.3) 中 第 3 式 取 为 不 等 
式 , 将 (9.3.4) 中 第 1 式 取 为 不 等 式 , 转 而 求解 
X1 -3x2 =y 
= 4r t22 =y 
2T: +4r,> u a a 


zıt zt 7T3=1 


yí -4yxx + Iys v 

-3y +2y2 =y 
, (9.3.6) 

dy = u 


yit yat ys=1 
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由 定理 9.6,(9.3.5) 和 (9.3.6) 的 解 x " 及 y" 'RBJ3FBK ri =0,yy =0. 将 此 结果 代 回 土 
面 两 组 不 等 式 , 得 到 


 ， 对 策 值 (单位 时 间 内 创造 价值 的 期 望 


故 原 对 策 最 优 解 为 x* = (0,0,1)7, y" = | s s 0 
8)Voe= > +2=2, 

(4) 选 代 法 

迭代 法 是 求解 矩阵 对 策 的 一 种 近似 方法 。 其 基本 思想 是 :假设 两 个 局 中 人 反复 进行 对 策 
多 次 ,在 每 一 局 中 各 局 中 人 都 从 自己 的 策略 集中 选取 一 个 使 对 方 获 得 最 不 利 结果 的 纯 策 略 , 即 
第 名 局 对 第 纯 策 略 的 选择 欲 使 对 手 在 前 & — 1 局 中 的 累计 所 得 (或 累计 所 失 ) 最 少 ( 或 最 名)。 
具体 做 法 是 ;在 第 1 局 中 ,从 两 个 局 中 人 中 任 选 一 人 ,例如 局 中 人 工 , 让 他 先 采 取 任 意 一 个 纯 策 
略 ,例如 a. 然后 ,局 中 人 开 随 之 采取 某 纯 策略 BB ,使 采取 了 a, 的 局 中 人 工 的 所 得 为 最 少 。 在 
第 2 局 中 , 局 中 人 工 认 为 局 中 人 开 还 将 出 包 , 故 采取 某 一 策略 a, 使 局 中 人 开 所 失 为 最 多 , 然后 
局 中 人 开 又 采取 某 一 策略 使 局 中 人 工 在 这 两 局 中 的 累计 赢得 为 最 少 。 在 第 3 局 中 , 局 中 人 工 
又 采取 某 一 策略 使 局 中 人 正在 前 两 局 的 累计 所 和 失 为 最 多 , 然后 局 中 全 叉 采取 某 一 策略 使 其 
对 手 在 这 三 局 中 的 累计 所 得 为 最 少 。 以 后 各 局 均 照 此 方式 对 策 下 去 ,直到 选 代 的 结果 达到 一 
定 的 满意 程度 为 止 。 当 迭代 结束 时 , 我 们 就 用 局 中 人 各 纯 策 略 在 已 进行 的 N 局 对 策 (N 325 
代 ) 中 出 现 的 频率 分 布 作为 最 优 混合 策略 中 概率 分 布 的 一 个 近似 。 

下 面 用 例子 来 说 明 这 种 近代 法 的 求解 过 程 。 

[ 例 9.13】 两 个 局 中 人 进行 对 策 , 规则 是 二 人 互相 独立 地 各 自从 1,2,3 这 三 个 数字 中 任 
意 选 写 一 个 数字 。 如 果 二 人 所 写 数字 之 和 为 偶数 , 则 局 中 人 工 付 给 局 中 人 工 以 数量 为 此 和 数 
的 报酬 ;如 果 二 人 所 写 数字 之 和 为 麻 数 , 则 局 中 人 工 付 给 局 中 人 芽 以 数量 为 此 和 数 的 报酬 , 试 
求 出 此 对 策 的 解 。 

W 显然 ,这 是 一 个 3x3 算 阵 对 策 , Si = S,= |1,2,3| 容 易 得 到 局 中 八 I 的 赢得 矩阵 为 

2 -3 4 
-3 4 -5 
4 -5 6 

易 几 A 没有 鞍点 。 为 了 求解 方便 ,将 4 的 各 元 素 都 加 上 5$, 得 到 新 的 对 策 矩 阵 
7 2 9 
A=I2 9 0 
9 0 11 
下 面 求解 。 假 设 局 中 人 工 在 第 一 局 中 先 取 策略 wj, 其 赢得 情况 见 表 9.3, 

3⁄8 9.3 


A= 
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其 中 以 0 为 最 少 , 故 局 中 人 下 出 策略 p 则 其 支付 情况 见 表 9.4。 
表 9.4 


E 


aj 


其 中 以 9 为 最 多 , 故 局 中 人 人工 在 下 一 局 将 出 策略 wz, 第 2 局 中 , 局 中 人 工 出 a2, 其 赢得 情况 见 


表 9.5。 
39.5 
5 5 5 n 5 s P 
2 a a jJ 2 | ， | o 
RHA ER 11 
其 中 以 9 为 最 少 , 故 局 中 人 开 出 策略 p, 其 支付 情况 见 表 9 .6。 
3 9.6 
| mexr | a | a T ~ 
2 usss ' 
2 G 55 Pp USD E TS 
TEE a 


其 中 以 18 HRS, 改 局 中 人 工 在 下 一 局 将 出 wz。 以 下 各 局 的 计算 是 相同 的 , 主要 是 要 计算 出 
以 往 对 策 得 失 的 累计 值 ,作为 下 一 步 选取 策略 的 依据 。 表 9.7 给 出 了 壕 代 过 程 前 30 局 的 计算 
结果 4.5。 表 中 第 3,4,5 列 为 局 中 人 工 的 前 N 局 累计 所 得 值 ,并 在 最 小 值 下 标 横 线 。 

如 果 有 两 个 以 上 的 最 小 值 , 则 可 以 在 其 中 任 一 值 下 面 横 线 ( 当 仅 有 两 个 相同 最 小 值 村 ,一 
般 应 在 不 同 于 最 近 一 次 出 过 的 策略 所 对 应 的 最 小 值 下 标 横 线 )。 表 中 第 7,8,9 列 为 局 中 人 了 
的 前 N 局 累计 所 失 值 ,并 在 最 大 值 上 标 横 线 。 由 表 可 看 出 , 标 以 横 线 的 数字 所 对 应 的 策略 , 即 
为 下 一 步 另 一 局 中 人 所 采取 的 策略 。 表 中 的 第 10 列 为 局 中 人 工 的 前 N 局 累计 所 得 中 的 最 小 
值 除 以 对 策 局 数 N, 用 YVw 表示 。 设 在 前 N 局 中 , 局 中 人 工 取 a1, cz, as 的 次 数 分 别 为 kika 
和 k. (k + k; + ks= N), WI 


Vy = [ min, Do ayki) /N 
表 中 第 11 列 为 局 中 人 本 的 前 N 局 累计 所 失 中 的 最 大 值 除 以 对 策 局 数 N, 用 Vy 表示 。 设 在 
前 N 局 中 ,局 中 人 五 取 Bi, Bo, Bs ERTI L, da Lallit L+ = N), WI 

Fy = | max Zash) /N 


13 — 


琢 中 最 后 一 列 我 们 称 为 对 策 的 平均 赢得 , 记 为 ,其 中 


Vu + Vy 


即 可 做 为 对 策 的 近似 值 。 
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例 9.13 中 , 当 N=30 时 ,局 中 人 工 出 ay, as, as 的 次 数 分 别 为 8,15,7; BB rR À W tH f, 
Bas Bs 的 次 数 分 别 为 6, 15,9, 故 得 
x * = (8/30,15/30,7/30)T==(0.267,0.500,0.233)1 
y* = (6/30, 15/30, 9/30)7=(0.200, 0. 500,0. 300)" 
新 对 策 的 值 约 为 $.04, 故 原 对 策 的 值 近似 为 零 。 
在 结束 本 例 时 应 指出 ,车 记 对 策 的 值 为 Vc, 则 对 任意 的 N, 总 有 
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VN Vo< Vsa (9.3.7) 
(习题 17)。 而 且 理 论 上 已 经 证 明 , 如果 上 述 选 代 过 程 不 断 进行 下 去 , 则 平均 说 得 Vn 将 趋 于 
对 策 的 值 Ve ,各 策略 的 频率 分 布 将 趋 于 最 优 策略 的 概率 分 布 。 即 若 记 在 N 局 对 策 中 局 中 人 
I 出 apran HKR IA koes km APAT pots Ba BREDDA Lts lns 
x u= (k N, kn/ N)T 
ya = (1 N. S LIN) 


则 1xw1 的 每 一 收敛 子 列 都 收敛 于 局 中 人 本 的 一 个 最 优 策略 , | ys lJ Sp —1 SL p| SE Sk T u 
中 全 的 一 个 最 优 全 赂 。 


上 述 挝 代 方 法 计算 简便 ,易于 上 机 计算 ,并 可 推广 到 多 入 对 策 的 情形 。 缺 点 是 收敛 速度 较 
慢 。 


9.3.2 线性 规划 方法 


由 定理 9.5 已 知 , 任 一 矩阵 对 策 G = | Si S2544 的 求解 均等 价 于 一 对 互 为 对 偶 的 线性 规 
划 间 题 ,而 定理 9.4 表明 ,对 策 G 的 解 x 和 y "等 价 于 下 面 两 个 不 等 式 组 的 解 。 


Dajti I v j = 1, n 


t; 20 ¿=1,.-",m 


Yap v i = 1," , m 
i 


(H)) Sy = 1 (9.3.9) 
; 
y; = Ü j -= L: an 
其 中 
u = max min E(x, y) = min max E (x, y) (9.3.10) 
LN y£ S; y€ 5; z655) 


就 是 对 策 的 值 Voo 
定理 9.11 设 对 策 矩 阵 G=1S1, SpA tE Vo, W 


Ve = max min E (x, j) = min max E (;, y) 
z€ sr << es, M 


证 明 因 Vo. 是 对 策 的 值 , 故 


Ve = max min E(x, y)= min maxE(x, y) 
z€ SL PEN y€ Sr z€ 5/ 


一 方面 , 尾 给 xC Sr ,有 


minE(x,j)Z min E(x, y) 
yë S; 


故 


Vo = max minE(x,j)Z: max min E(x, y) (9.3.11) 
z€ 5; lj rz€S, y€ 5; 


另 一 方面 ， EA x€ S/ :ES ,有 


9 EEK (博弈) 


229 
E(x,y) = X Ele, j) ` yj = minE(x, j) 
故 
min 五 (x， n= minE(x, j) 
yES, 
max nr Y F min E (x, j) (9.3.12) 
PEN y€ S7 =Ë Š 
由 式 (9.3.11) 和 式 (9.3.12) 得 
Ve = s sn , j) 
同 理 可 证 
Ve = min maxE(i, y) 
y€ s; 
证 毕 。 
下 面 我 们 给 出 求解 矩阵 对 策 的 线性 规划 方法 
作 变 换 (根据 定理 9.7, 不妨 设 v>0). 
r i¿=1,-", m (9.3.13) 
则 不 等 式 组 (9.3.8) 变 为 


(9.3.14) 
=; >= Ü i = 1,*, 
根据 定理 9.11, v = max min D a;i ,这 样 ,不 等 式 组 (9.3.14) 即 等 价 于 线性 规划 问题 
min z= Zr; 

(P)1 Bayr; 1 j=1,,n 

lz; >0 
同 理 , 作 变 换 
y=% j=1, =A 
则 不 等 式 组 (9.3.9) 变 为 
Say: <1 i=], =, m 
1 
(H ) Èv; = 


y; > Ü z = len 
其 中 U = min ap Day ,与 之 等 价 的 线性 规划 问题 是 
YE 8, aus E 
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max w = 2 
(D) Dam <i i=l, m 


y; = 0 j= ln 
显然 , 回 题 (P) 和 (D) 是 互 为 对 偶 的 线性 规划 , 故 可 利用 单纯 形 或 对 偶 单 纯 形 方法 求解 。 在 求 
解 时 ,一 般 先 求 问题 (DD) 的 解 , 因为 这 样 容易 在 迭代 的 第 一 步 就 找到 第 一 个 基本 可 行 解 , 而 问 
题 (P) 的 解 从 间 题 (D) 的 最 后 一 个 单纯 形 表 上 即 可 得 到 。 当 求 得 问题 (P) 和 (D) 的 解 后 ,再 利 
用 变换 (9.3.13) 和 (9.3.14) 即 可 求 出 原 对 策 问题 的 解 及 对 策 值 。 
【 例 9.14】 利用 线性 规划 方法 求解 赢得 矩阵 为 


2 9 
“| 9 O 
0 11 
的 矩阵 对 策 。( 同 例 9.13 中 的 A’) 
解 ”求解 问题 可 化 成 两 个 互 为 对 偶 的 线性 规划 问题 
min(x1+ z+ zs) 
Tz  +2z; +9z,2:1 
(P)32>ií + 9x; 之 1 
9x, +11z,Z=1 


Tis T>, T420 
max( yı + y2 + ys) 
Tyi + 2y2 + 9y<1 
(DJ)32371 十 972 <1 
91 + 11y;=<1 
Yi» Y2» ys3=0 
利用 单纯 形 方法 求解 问题 (D), 和 迭代 过 程 如 家 9.8 所 示 。 从 表 中 可 得 到 问题 {D) 的 解 为 
|= [1,14]. [1.1 1 z 
20 10 80 20 10 20 
w=8g0 
由 表 9.8 中 最 后 一 个 单纯 形 表 可 得 问题 (P) 的 解 为 : 


x= [ 8 4 =[ 土 1 1)" 
80° 80° 80 20" 10°20 
_16 
“= g0 
于 是 
_80_ 
KE 二 5 
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e NE | 
"= Vespa) e 
(读者 可 把 例 9.13 中 得 到 的 近似 解 同 这 里 得 到 的 准确 解 进行 一 下 比较 。) 
至 此 ,我 们 介绍 了 一 些 求解 逢 阵 对 策 的 方法 。 在 求解 一 个 矩阵 对 策 时 ,应 首先 判断 其 是 否 
具有 鞍点 , 当 鞍 点 不 存在 时 ,利用 优 超 原则 和 定理 9.7, 定理 9.8 等 提供 的 方法 将 原 对 策 的 赢 


得 矩阵 尽量 地 简化 , 然后 再 利用 本 节 介 绍 的 各 种 方法 去 求解 。 
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IHFIHIESHEI 
在 本 节 介 绍 的 各 类 求解 方法 中 , 选 代 法 和 线性 规划 方法 是 具有 一 般 性 的 , 另外 还 有 两 种 具 
有 一般 性 的 解法 :求全 部 解 的 矩阵 法 和 至 少 保证 求 出 一 个 解 的 微分 方程 法 。 限 于 内 容 的 原因 ， 


这 里 就 不 作 介 绍 了 ,有 兴趣 的 读者 可 参阅 参考 文献 [19] 。 
9.3.3 注 记 


本 章 主 要 介绍 的 是 两 人 有 限 符 和 对 策 , 但 实际 对 策 过 程 中 各 局 中 人 的 赢得 往往 是 非 零 和 
的 , 例如 两 个 球 队 的 比赛 ,特别 是 某 些 经 济 过 程 中 的 对 策 模型 ,一般 都 是 非 零 和 的 ,因为 许多 经 
济 活动 过 程 都 是 创造 新 价值 的 。 因 此 , 对 于 非 零 和 对 策 研 究 就 显得 十 分 重要 了 。 

一 般 ,两 人 有 限 非 零 和 对 策 可 用 G=|S1, Ss;(A,B) | 表示 ,其 中 S, 和 S, 分 别 为 局 中 人 
Ifl JOBS R. EBE A =(a;),, x 为 局 中 人 工 的 赢得 矩阵 ,矩阵 B= (b;), < 293 rF A IÍ BS 
MIER, (A, B)= (aj, bo)mxn; Ñ A + B20, RAHAPA DERE, n] BL, SE BE XJ 
策 (4 + 下 =0) 是 双 和 矩阵 对 策 的 一 种 特例 。 

定义 9.6 设 G=|1S1,52;( 丸 ,BB)| 为 双 和 矩阵 对 策 ,x ' € Sr, y" € S7 .如 果 对 任 给 xx” € 
Sr 和 y" ESA 
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x Ay" Sx" Ay” 
x *!By<x *!Ay" 
则 称 (x *, y") 2 UE BEXTAE G 的 平衡 局 势 。 
已 经 证 明 : 任 一 双 和 矩阵 对 策 的 平衡 局 势 都 是 存在 的 ,但 至 今 尚 未 得 到 较 一 般 的 求解 方法 ， 
矩阵 对 策 的 某 些 性 质 不 能 平行 地 推广 到 双抢 阵 对 第 , 这 是 求解 双 和 矩阵 对 策 的 图 难 之 一 。 对 于 
2x2 双 抢 阵 对 策 , 已 得 到 了 令 人 较 满 意 的 结果 。 


习 E 


1. 甲 . 乙 两 名 儿童 玩 诈 戏 ,双方 可 分 别 出 攀 头 ( 代 表 石 式 ) .手掌 (代表 布 ) .两 个 手指 (代表 剪刀 ), 规则 是 ， 
剪刀 赢 布 , WAER, 石头 赢 胃 刀 , 赢 者 得 一 分 。 若 双方 所 出 相同 算 和 局 , 均 不 得 分 。 试 列 出 儿童 甲 的 赢得 怎 阵 。 

2.“ 二 指 莫 拉 问 题 "。 甲 . 乙 二 人 游戏 , 每 人 出 一 个 或 两 个 手指 ,同时 六 把 猜测 对 方 所 出 的 指数 叫 出 来 。 
如 果 只 有 一 个 人 猜测 正确 , 则 他 所 赢得 的 数目 为 二 人 所 出 指数 之 和 , 否则 重新 开始 。 写 出 该 对 策 中 各 局 中 人 
的 策略 集合 及 甲 的 赢得 矩阵 , 并 回答 局 中 人 是 理 存在 某 种 出 法 比 其 他 出 法 更 为 有 利 。 

3. RETIER, 其 中 说 得 矩阵 A 分 别 为 


-1 12 -4 | 
ol 1 4 ' > 
-5 2 3 


? 2 1 
2 e 
5 4 4 
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= 0 < @ 


(c) 3 
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4. 证 明 本 章 9.2.1 节 中 的 性 质 1 和 性 质 2, 

5. 甲乙 两 个 企业 生产 同一 种 电子 产品 ,两 个 企业 都 想 通过 改革 管理 获取 更 多 的 市 场 销售 份额 。 甲 企业 
的 策略 措施 有 :中 降 低产 品 价 格 ; 回 提高 产品 质量 , 延长 保修 年 限 ; 加 推出 新 产品 。 乙 企业 考虑 的 措施 有 :中 增 
加 广告 费用 ; 鳃 增设 维修 网 点 ,扩大 维修 服务 ; 国 改 进 产品 性 能 。 假 定 市 场 分 额 一 定 ,由 于 各 自 采 取 的 策略 措 
施 不 同 ,通过 预测 , 今后 两 个 企业 的 市 场 占有 份额 变动 情况 如 替 9.9 所 示 { 正 值 为 甲 企 业 增 加 的 市 场 占 有 份 
H, 负 值 为 减少 的 市 场 占 有 份额 )。 试 通过 对 第 分 析 , 确定 两 个 企业 各 自 的 最 优 策 略 . 
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didl: ]> 
. 证 明定 理 9.2, 
. 证 明定 理 9.4。 


. 证 明定 理 9.7, 定 理 9.8 和 定理 9.9, 

. 设 G 为 2x2 对策, 且 不 存在 贰 点 。 证 明 若 x"*=(r ,xzz)I fl y" =(yr,yz)' E G 的 解 , 则 
x; >0 i=1,2, 
y; >0 j=1,2. 
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1: E | 
ü as 
的 鞍点 不 存在 的 充 要 条 件 是 有 一 条 对 角 线 的 每 一 个 元 素 均 大 于 另 一 对 角 线 上 的 每 一 元 素 。 


11. 推导 2x2 对 策 的 求解 公式 ,并 由 习题 10 的 结果 证 明 习 题 9。 
12. 设 m x m 对 策 的 矩阵 为 


10. 证 明 : 抢 阵 对 策 


ajl “ja (Q ln 

t3 üj Gim 
A = $ 

Eml dm “° A mm 


其 中 当 ij 时 , aj =1, 当 i=j 时 ,a;= 一 1。 证 明 此 对 筑 的 最 优 策 略为 


i 
13. #| Fk: 8 Im lli sk SE FERRE 
(a) 
1 0 3 4 
-1 4 0 . 
A= 
2 2 2 3 
0 411 
(b) 
4030 
50259 
A=]7 3 9 5 9 
4 6 8 ? 6 
0 8 8 
14. 利用 图 解法 求解 下 列 矩 阵 对 第, 其 中 点 为 
2 4 
s J —&€ 
(a) i 四 |- 0 | 
3 2 
7 8 
-2 
42 3 -1 1 3 11 
ols 0 -2 k wl 5 a! 


15. EAEE 


4 0 0 
6 


BRA x" = (6/13,3/13,4/13)!, y* ={6/13,4/13,3/13) 二 ,对策 值 为 241713。 求 下 列 矩 阵 对 策 的 解 ,其 赢得 


矩阵 A 分 别 为 
6 2 2 a 7 2 FA 
(a) z 2 ° (b) | 6 -2 -2 
2 8 2 = z 4 -2 
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32 20 20 
ofa 20 “| 

0 38 20 
16. 用 迁 代 法 求解 矩阵 对 策 , 其 中 


1 2 3 
‘| 0 i| GAR 10 2F) 
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17. 证 明 本 章 中 的 (9.3.7) 式 。 
18， 用 线性 规划 方法 求解 下 列 矩 阵 对 策 , 其 中 A A 


2 4 Ü 2 
of 6 s oo 3 1 
4 1 2 1 
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